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Interpretations geometriques de la theo-
rie des substitutions de n lettres, parti-
culierem ent pour n=3, 4, 5, 6, en rela-
tion avec les groupes de l' Hexagramme
mystique. (')
(Par J . VERONESE, a Padoue .)
PREAMBULE .
L Academie royale de Belgique pour le concours de 1879 et pour celui
de 1881 avait propose, comme question ah resoudre, la generalisation des pro-
prietes de 1' hexagramme mystique .
L'enoncts de la question pour 1881 etait le suivant : Etendre, autant que
possible, les theories des points et des droites de STEINER, KrRKMAN, CAYLEY,
SALMON, HESSE, BAUER aux proprietes qui sont pour les courbes superieures,
pour les surfaces et pour les courbes gauches les analogues des theoremes de
PASCAL et de BRIANCHON .
(s) Dopo aver preso cognizione di questo importance lavoro, siamo lieti ohe l'egregio
Autore abbia aderito ad affidarne la pubblicazione alla direzione degli Annali. Noi ci aste-
niamo dall'indagare Ie cause per le quali un lavoro coal originals non abbia trovato mag-
gior favore presso la Commissione dell'Accademia Reale delle Scienze di Bruxelles, a d'al-
tronde ad ease si accenna sufficientemente nel preambolo
; non possiamo perb dissimulare
anche in quests occasione una nostra antica convinzione, she le Accademie provvedono
male all' incremento delle scienze, sia col proporre temi troppo speciali, sia col costringere
gli Autori a seguire un indirizzo ed un piano stabilito a priori nella soluzione dei medesimi .
F. Baroscm .





Veronese : Interpretations geometriques
(Voir, pour ces derniers, les travaux de MM. CREMONA, P. SERRET et FOLIE) (*).
Sur l' invitation en quelque sorte de M . FOLIE, membre de l'Acad4mie de
Belgique, je me suis presents au second contours avec un Memoire de 150
pages environs qui portait pour devise :
u Les groupes de 1'Hexagrammum mysticum donnent une expression geo-
metrique particuliere bien simple et elegante des groupes des substitutions de
six lettres . n
Cette devise etait reproduite daps un billet cachets renfermant mon nom et
mon adresse (**) .
L'Academie royale de Belgique dans le mois de decembre 1881 a adopte
les conclusions de Monsieur le rapporteur FOLIE, auxquelles s'etaient rallies les
deux autres Commissaires, CATALAN et DE TILLY .
Je reproduis le rapport entier de M . FOLIE, accompagne de mes commen-
taires, afin que le lecteur puisse mieux le comprendre et voir de quelle facon
on a jugs mon travail .
,, La question proposee, accompagnee surtout du renvoi aux travaux de
(*) Je remarque, dans l' interet du lecteur, quo dans 1'hexagramme it n' existe pas de
points on de droites qui soient designes sous le nom de HESSE ou de BAUER, comme le
ferait croire la redaction meme de la question .
(**) Comma j'avais envoys h M . FOUR un exemplaire de mon Memoire sur l' hegagramme
mystique de 1877, it m' ecrivit aussitot la lettre suivante
Monsieur,
J'ai parcouru avec beaucoup d'interet ]as brochures qua vous m'avez fait l'honneur de
m' envoyer et, en particulier, votre Memoire sur l' hegagramme mystique, dans lequel se
trouve resolue la premiere partie do la question que j' avail poses 4 1'Academie de Bruxelles
pour 1879 .
J' ai insists, en consequence, pour qua la seconde partie de la question restat au pro .
gramme do contours pour 1881 . La Classe des sciences, dans sa seance d'hier, a adopte
ma proposition et m'a charge de la redaction de la nouvelle question .
Je m' empresse de vous en informer et de vous envoyer cette redaction, persuade que,
par vos travaux anterieurs, vous etes fort e. memo do la resoudre .
En memo temps je vous adresse deux brochures dont j' ai fait des tires a part et qui
pourront en partie vous servir do guide .
Agreez, etc .




Je remarque quo M . FoLIa no dit pas vous devront, mail vous pourront servir de guide .
• MM. CREMONA et P. SERRET ainsi qu'aux miens, ne nous semble gui re suscep-
•
	
tible d' un sons amphibologique .
• Dans nos fondements d' une geometrie superieure cartesienne, nous avons
• fait voir quo si le theoreme de PASCAL s'enonce sous cette forme :
n Les totes opposes de deux trilateres conjugues inscrits a une conique se
• coupent en trois points situes en ligne droite, le theoreme analogue s'enon-
• cera, pour leg courbes du 3me ordre :
• Les totes opposes de deux quadrilateres conjugues inscrits a une courbe du
• 3me ordre se coupent en quatre points situes en ligne droite, et, pour leg
• surfaces du 3me ordre
• Les faces opposees de deux tetraedres conjugues inscrits a une surface
• du 3me ordre se coupent suivant quatre droites situees dans un meme plan .
• Ces extensions du theoreme de PASCAL, jointes a celles que nous en avons
• donnees pour d'autres courbes planes ou gauches, indiquaient bien clairement
• le Sons de la question de contours . Or le titre soul du Memoire envoys en
• reponse a la question montre que ce n'est pas dans ce sons qui 1'Auteur a
• voulu 1'entendre .
• Et cependant it n'ignorait pas que ce song etait bien le veritable ; la preuve
• en est qu' it a recherche 1'extension proposee pour le cas des courbes gauches
n du 3me ordre, parce que sa theorie s'appliquait a ce cas, tandis qu'il a laisse
' de COW leg extensions aux courbes planes et aux surfaces d' un ordre supe-
• rieur au second, par la raison contraire .
• Toute sa theorie, en effet, repose sur le 2 1 ordre, et ne pout en general
• s'etendre- au dela que dans un espace a plus de trois dimensions, ce qui ne
• rentre nullement dans la question proposee (*) .
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(*) J' ai etendu les groupes de l' hexagramme a 6 points d' une cubique gauche au moyen
du thdoreme de CHASLES et CREMo1A directement de la figure memo de l' hexagramme par le
principe do projection ; mais cette metbode n'a rien do cornmun avee celle dont je me suis
servi dans presque tout men travail .
d'ai appliqud l'extension aux courbes et aux surfaces superieures, car je l'ai fait pour
touts configuration de n points du plan et de l' espace lineaire a trois dimensions, et, par
consequent aussi, pour toute courbe et surface de ces espaces .
11 n'est pas vrai que ma theorie no puisse s'etendre quo dans un espace a plus de trois
dimensions. M. FOLI$ n'a pas memo fait attention au passage a Bien qu'il soit deja tres
interessant, etc . n do ma preface, duquel resulte trbs clairement quo je me sers en general
des espaces a n dimensions comme moyen et non pas comme but, pour dtudier lea figures




Veronese : Interprdtations yeometriques
• Celle-ci est-elle susceptible d' une solution generale?
• Evidemment non ; et les termes memos de la question, a etendre autant
• quo possible n, prouvent que I'Academie ne demandait pas une solution de
• l'espece .
• Mais ce qu' elle voulait, c' est qu' on etendit, dans les limites du possible,
• aux courbes et aux surfaces d'ordre superieur les consequences, deduites par
l• es geometres modernes, do la propriete de l'hexagramme mystique
.
• Or, cette extensions pout se faire, au moins daps des cas particuliers ; nous
• signalerons, par exemple, les points d' inflexion d' une courbe plane du 3me
• ordre comme Fun d'entre eux ; et nous ne doutons nullement qu'il en existe
• de semblables dans les courbes d'un ordre superieur .
• Pour les surfaces du 3" ordre } nous pensons meme que l'extension de-
• mandee est susceptible de la plus grande generalite (*) .
Tel etait done le point de vue auquel on devait d'abord se placer pour
•
traiter la question proposee (**) .
•
Apres cola, rien n' aurait empeche de 1' etudier a d' autres points de vue
• et, en particulier, a celui d' oii l'Auteur du Memoire I' a examine, quoique
• son interpretation soit peut-etre, entre toutes, cello qui est la moms suscep-
•
tible de generalisation (***) .
(*) 11 est impossible, comme je le demontrerais dans Ilne note do ma preface, de faire
l'extension demandee au moyen des 9 points d'inflexion d' uno courbe du 3me ordre par des
quadrilateres conjugues inscrits a la courbe, tandis que pour leg surfaces du 3R18 ordre
on obtient I'extension donnee par CREMONA (Teoremi stereometrici dai quali si deducono le
proprielh dell'esagrammo di Pascal . Atti della R. Ace. dei Lincei, 1877). Los plans, aux-
quels donnent lieu leg couples des tetrai dres conjugues inscrits a une surface du 3me ordre,
qu'on obtient en considerant leg 27 droites de la surface, no sont autres quo lea plans de
PLiiCSER du Memoire de CREMONA.
(**) Jo demande pourquoi M . FOLIE n'a pas dit ici que je devais aussi me placer aux
points de vue de MM . CREMONA et P . SERRET . La preuve quo je n'etais pas oblige de suivre
ses extensions, je la vois aussi dans la lettre, oh it me dit : mes memoires vous pourront
et non pas vous devront servir do guide.
(***) Done M. FOLIE convient qu'on pouvait se placer a mon point de vue pour etudier
la question ; it convient aussi, plus loin, que mon travail a des merites tree reels pour leg
apercus nouveaux, pour leg interpretations interessantes et enfin pour la methode feconde
qu' it expose ; mais pourquoi done dit-il a la fin do son rapport quo j' ai ecrit mon travail a
propos do Ia question proposee et non en reponse a cette question? S'il n'y a pas de doute
sur le merite du travail, et si l'on pout se placer a mon point do vue pour traitor la question,
comment peut-on dire apres cela que je n'ai pas traite la question? M . Fous devait dire
franchoment : le travail soumis a notre examen resout la question, mail a un autre point
de la theorie des substitutions de n lettres, etc .
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• Aussi n' a-t-il guere reussi qu' a reproduire, d' une maniere originale, les
• resultats quo M. VERONESE a obtenus, par une voie elementaire, dans un
• Memoire dont le travail actuel est un commentaire fort interessant (*) .
• Ce travail est assurement l'wuvre d'un geometre distingue, qui nous semble
• avoir particulierement etudie les maitres italiens et avoir un peu neglige
• 1'etude des courbes superieures auxquelles la question se rapportait Bur-
• tout (**) .
• Outre les theoremes deja connus, it renferme un grand nombre d' idees
• neuves et originales, et meme, comme nous 1'avons dit plus haut, quelques
• unes des generalisations demandees ; mais it ne semble pas avoir ete ecrit
• dans le but de saisir, dans toute son etendue, le probleme propose (***) .
• Nous croyons superflu de faire, de son travail, une analyse detaillee qui no
• serait, a peu de chose pros, que la reproduction de celle que 1'Auteur a ex-
• posse sous forme do preface, on de presenter des observations de detail, qui
• ne seraient pas de nature a eclaircir la Classe sur la valour du Memoire . II
• en est une cependant que nous ferons dans l' interet du lecteur : c' est qu' it
• s' Y rencontre certaines denominations proposees par BATTAGLINI, et qui ont
• le tort de creer une homonymie regrettable . Celle d' involution, par exem-
f) ple, qui est prise dans un sens tout a fait different de celui que PONCELET,
•
DE JONQUIERES, HESSE, CLEBSCH, CAYLEY, SALMON, etc., out attribue a cette
de vue, qui n'est pas le nitre, et par consequent, it ne merite pas le prix . Cola du rests
resulte tree clairement de tout son rapport .
11'egard de ma methode je dirai seulement qu'elle ne se laisse peut-etre pas generaliser
car elle est deja tree generale
. Dane ma preface j' ai dit :
u
La methode que je suis est
tres generale et pout s'appliquer a
l'etude d'une configuration queloonque . n
(*) Certes je suis parti de mes resultats, mais cola no signifie point que je lee ai re-
produits
; par la table memo des matieres on pout so convaincre que les resultats do mon
travail actuel soot presque tons nouveaux et qu'ils ne sont pas une reproduction, si ori-
ginals qu'on la suppose, de ceux de mon Memoire Bur l'hexagramme mystique, de 1877 .
(**) II n' ignorait pas que j' avais l' intention do prendre part an contours et it savait
bien que 1' unique concurrent e'etait moi, puisqu' it n' y
en avail pas d'autres. Mais M .
FoLIs
Be trompo lorsqu'il dit qu'il resulte de mon travail que j'ai etudie particulierement lee
maltres italiens, car jo me suis servi seulement de mon Memoire sur I'bexagramme my-
stique, de 1877, des travaux do MM. P . SERRET, JORDAN pour la theorie des substitutions
et de ceux de M. KLEIN sur la theorie des complexes lineaires des droites, deux a deux
en involution .
(***) Le lecteur pourra voir, par la table des matieres, que je traite Ia question de fond
en comble et que si au commencement j' ai Fair dl y etre stranger, c' eat parce que j' ai




V e r o n e s e : Interpretations geometriques
• expression, dans le sens de 1' homograpbie cyclique des geometres alle-
• mands mands (*) .
• En resume, nous nous trouvons en presence d'un travail remarquable, qui
v merite certainement d' etre accueilli daps les Memoires de I' Academie, h
• cause des apercu nouveaux, des interpretations interessantes, de la methode
• feconde enfin qu' it expose .
• 11 a le defaut seillement, d'avoir etc ecrit non pas en reponse a la ques-
• tion proposee, mais a propos de cette question .
• Si le but de 1'Academie n'avait etc que de provoquer un travail original,
• celui-ci meriterait le prix .
• Mais nous ne devons pas oublier qu'un des buts de la question posee par
l• a Classe etait d'engager les jeunes geometres dans la voie qui a etc ouverte,
• dans nos Memoires memes, par l' extension des theoremes fondamentaux de
• la geometrie superieure aux courbes et aux surfaces d'un ordre eleve, et de
• provoquer, dans cette voie, des recherches qui completent celles de l'ecole des
• geometres belges, selon 1' expression de CHASLES.
• Or nous venous de le voir, 1'Auteur n' a presque rien tente dans cette
• voie ; it s'est borne a suivre la sienne propre (**) .
(*)
Avant tout je ferai observer que si M . FOLIE ne voulait pas donner Ilne analyse de-
taillee de mon travail, it devait au moins dire en quoi consiste ma methode et quell sont
les resultats principaux qua j'ai obtenus, pour demontrer ensuite que jo n'ai pas resolu la
question ; tandis que cola ne ressort pas le moins du monde do ce rapport . C'est pourtant
ainsi ga'en agissent toes les rapporteurs d'Academie, qui indiquent en pen do mots la me-
thode suivie par 1'Auteur pour pouvoir en conclure si le Memoire merite on non le prix .
En effet, on lit dans l'Annuaire meme de 1'Academie royale de Belgique do 1881 4 Par-
ticle 21 sur ]as publications : u Les rapports des commissaires, qui devront presenter un
aperrcu de ce que ces mJmoires contiennent de plus remarquable, peuvent etre imprimes dans
les Bulletins r Mais on volt facilement d'aprbs les notes precedentes et d'aprbs ce quo dit ici
M . FoLIa qu'il Iui etait impossible de faire un tel apercu . Ce qu'il dit, en effet, sur l'invo-
lution est tout h fait contraire ik la verite, car je ne me suis jamais servi dans mon travail
d'aucune denomination proposee par BATTAGLixc . J'ai etendu l'idee de 1'involution aux
espaces 4 plus do trois dimensions, prise dans le sons commun (Collineation on homologie
en involution, lorsque le rapport anbarmonique de l'houiologie eat egal h - 1.) et non dans
le sens de BATTAGLiNI (Voir, en effet, le theor . I de mon Memoire ci-aprbs). Mais ce n'est
pas tout. Le n .0 4 de mon travail a pour titre Homoyraphies cycliques . Cc titre seul suit
pour demontrer qua dans mon Memoire l'idee de l'involution et colle des homographies
cycliques sont bien distinctes .
Si M. FOLIEI s'est trompe ainsi des le debut de mon travail, it est facile de comprendre
on d'admettre qu'il n'a pu etre en harmonic avec le reste .
(**) Mais cela n'entre nullement dans le programme du contours. Du reste je demande
pourquoi it n'a pas dit qua ]as autres buts do I'Academie etaient do faire completer ]as




La question reste done entiere .
•
Notre intention formelle est de proposer ulterieurement a la Classe de la
• maintenir au programme du contours .
• Nous ne pouvons, daps ces conditions, declarer que le travail soumis a notre
• examen merite le prix .
• Nous ne voulons pas non plus proposer une mention honorable pour 1'Au-
• tour, recompense qui ne nous semblerait pas proportionnee aux merites tres
• reels de son travail .
• En consequence, noun aeons 1' honneur de proposer 4 la Classe d'ordonner
• que le Memoire soit imprime, si 1'Auteur vent y consentir, dans les volumes
• in 4°, et d'adresser h celui-ci des felicitations et des remerciments bien me-
• rites . n
N' est-il pas etrange que daps un rapport qui juge mon Memoire digne
d'etre accueilli parmi les memoires do l'Academie mais non conforme au con-
tours, on ne donne aucune idee de ce qu' it contient? N' est-il pas etrange
qu'on ne dise rien pour informer le lecteur des resultats obtenus? N'est-il pas
etrange quo lorsque le rapport pane de mon travail on so trompe toujours?
Une chose seule resulte tres clairement du rapport : le prix n'a pas ete ac-
corde au Memoire parce qu'on n'y a pas tenu compte des travaux geometri-
ques de M . FOLIE, suivant que le pensait l' auteur du programme .
Ce n' est pas pour la perte du prix mais daps 1' esperance d' une sentence
plus juste, que j'en appelle du jugement de M . FoLIE et de l'Academie royale
de Belgique 4 celui de tous ceux qui s'occupent des sciences mathematiques .
De meme que je ne puis accepter la decision de l'Academie beige, de meme
je ne puis consentir a 1'impression de mon travail daps les memoires de l'Aca-
demie et, par consequent, je ne peux pas accepter en 1'etat de cause les feli-
citations et les remerciments qu'elle vent bien m'adresser .
J'ai demande l'hospitalite aux Annali di Matematica diriges par Monsieur
le Senateur et professeur BRLOSCHI, et je remercie 1' illustre directeur de me
P avoir accordee .
recherches des ecoles italienne et francaise (h la premiere desquelles appartiennout aussi
mon travail sur Phexagramme, de 1877, et ceux de MM . CREMONA, BZLLAVITIS et CAPORALI)
puisque dans le programme du contours ii a cit6 en premier lieu les travaux de MM. Ca'-
MONA et P. SERRET .
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Vero n e s e : Interpretations geometriques
Que les gens competents et impartiaux lisent entierement mon Memoire et
qu' ils relisent ensuite le rapport de M. FOLIE avec mes commentaires. J' ose
esperer qu' ils partageront ma conviction
1 .° que j'ai etc juge tres legerement par qui n'a pas lu on n'a pas com-
pris mon travail ;
2.° que la voie clue j'ai suivie est precisement celle qui, dans 1'etat actuel
des connaissances geometriques, se presentait comme la plus feconde en resul-
tats nouveaux et interessants, et la plus propre a une veritable generalisation
de l'hexagramme de PASCAL, sinon selon la pensee et le desir de I'auteur du
programme, au moins selon 1'esprit et 1'etat de la science ;
3.° qu' on Re pout m' imputer a reproche si une telle voie est neuve et
originale, au lieu d'etre celle que M . FOLIE pretend avoir decouverte et indi-
quee aux geometres de 1' avenir.
A propos de cette derniere voie je me bornerai a la declaration suivante
J' ai lu et j' ai examine les Fondements d' une geometrie superieure CartE-
sienne et les autres memoires de M . FOLIE pour les utiliser dans la solution de
1a question proposee ; mais j' ai dil bientot me convaincre que par cette voie
je n'aboutirais a aucune conclusion serieuse . Les Fondements de M . FOLIE Re
contiennent aucune nouveaute de methodes, de theories on de theoremes ; tout
ce qu' it a expose avec une grande pompe de phrases, est evidemment contenu
dans les oeuvres de PO CELET (*), et se reduit a des cas particuliers de theoremes
deja donnes par GERQONNE (**) et par PONCELET (***), developpes par DE JON-
(*) Analyse des transversales, etc. Journal de CRELLE, vol. 8, 1831 . Traitd des propridtds
projectives. II Ed., 1866 .
La theorie de l' involution donnee par lea m points d' intersection d' une tranaversale quel-
conque avec les courbes on les surfaces d'un faisceau A + A B = 0, etait dejh connue par
POPCELET meme en 1830, quoiqu'il I'ait publiee seulement dans la 20 edition do son traite
en 1866, tandis quo DE Jo1QuIEREs avait public son Memoire sur 1' involution dans ce memo
journal en 1859 .
(**) Annales de mathematique, tome 17 .
(***) Traitd des propridt6s projectives .
Pour 1'extension du theoreme de
DESARGUES voir
les n °a 253, 258, 259, 266, 278, et pour l'extension du theoreme do
PASCAL voir en outre
les n
.05 154, 227, 296, 297 .
L' heureuse analyse de M . FCLIE, comme it l' appelle dans ses Fondements, se base tou-
jours sur des equations do la forme A + >, B = 0, oh A et B sont deux courbes on dens
surfaces rgduetibles on irreductibles du m"" ordre .
Il y a aussi dans sea Fondements des contradictions dont je donne ici quelques exemples,
Pour la generalisation de l'idee do l'involution quadratique, dans une note de sa preface .
pag. 2, it dit :
de la thesorie des substitutions de n lettres, etc .
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QUIERES et par d' autres geometres toujours avant qu' it leur arrivat la grande
fortune d'titre retoouhes et retouches par le mathematicien de Liege .
Padoue, juillet 1882 .
u Depuis que ce travail (sea Fondements) a ate ecrit nous avons trouve dans la nouvelle
• edition du Traite des proprietes projectives do PONCELET (t . 2, pag . 240 et suiv.) cotta
• extension do l'idee de l'involution, qui ne paraft pas avoir etc remarquee des geometres,
• malgre sa haute importance (1870) n tandis que, apres avoir donna la premiere generali-
sation du theoreme de DESARGIIES (pag. 15), it dit :
u On voit clairement par la pourquoi l'involution de six points, la seule connue jusqu'?
» ce jour, etc . n
Et a pag. 31 :
u Nous ne pouvons pas mettre lea equations generales des courbes d' un ordre superiour
• au cinquieme sous la forme
i o . . . 8,_ 1 = k8 ,0 . . .
• qui nous a conduit a appliquer 1'extension quo nous avons donnee a l'idee de i'involulion .
., Par quo i faudra-t-il remplacer l' involution dans ces courbes? C' est lh un probleme qui
• merite certainement de faire l'ofjet des efforts des geometres et sur lequel nous appelons
• leur attention . n
Il paraitrait que M . F0LIE n'a pas memo lu l'endroit du traite do PONCELET qu'il cite,
car
PONCELET a etendu l'involution aux faisceaux do courbes ou do surfaces d'un ordre
quelconque .
Voici maintenant quelques exemples de Fart do phraser de M . FoLIE . Anx pages 3, 4,
it dit :
On nous repondra peut-etre avec PouNSOT que Cost une heureuse analyse qui nous a
• conduit a ces resultats ; nous faisons si peu difficulte do le reconnaftre que nous sommes
• etonne que DESCARTES lui-meme, lorsqu' it a fait cette decouverte splendide qui renfermait
• en germe toute l'analyse moderne, on lea geometres qui lui out succede, n'aient presque
• fait aucun usage de l'idee qui nous sort do point do depart . n
Cotta heureuse analyse, comma nous venons de le voir, est basee sur des equations do
la forme A + AB = 0 deja connues .
s Le titre meme de notre travail indique suffisamment que nous n'avons voulu que poser
• lea bases d' une methode qui conduit aux plus belles proprietes do Ia geometrie superieure .
• Dedaire les corollaires de nos theoremes serait une entreprise qui exigerait peut-titre
• des annees de travail .
• C'est la un champ quo nous ne faisons quo diefricher et sur lequel ceux qui voudront
n poursuivre ces recherches sont certains de faire une ample moisson de ddcouvertes . n
Et a la fin du premier livre (pag . 78) nous lisons :
a Nous avons, dans le livre qui precede, etendu au moyen d'une analyse fort simple lee
• theoremes fondamentaux de la haute geometrie aux courbes superioures planes, pour les-
• quelles la plupart do ces theoremes n' avaient pas encore ate decourverts, malgre la
n profondeur et la pdndtration des geometres .
Annali di Matematica, tomo XI. 14
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M E OIRE "'
PREFACE .
La question a laquelle j' essaie de repondre par le present travail est tres
vaste et semble tout d' abord tres difficile . Le probleme peut etre envisage sous
beaucoup de manieres differentes . Jusqu' ici on a propose deja bien des ana-
logies au tbeoreme de PASCAL ; mais remarquons qu' en general pour determiner
ces proprietes, que 1' on considere comme de meme nature, on est oblige de De
prendre en consideration dans 1' Hexagramme mystique qu' un ordre de pro-
prietes et non pas l' ensemble ; citons a l' appui les theoremes de CHASLES et de
M. P. SERRET sur les surfaces du 211 degre et ceux consideres par M . FoLIE
pour les courbes et pour les surfaces d' ordre superieur dans ses fondements et
ailleurs (2 ) .
Les groupes des droites de PASCAL, des points de STEINER, des 6 figures IT,
des points de KIRKMAN, des droites de CAYLEY, etc., et des systemes infinis [Zz] m
do 60 droites z et de 60 points Z (ou m est un nombre entier positif quel-
conque). Pour rn = 1 le systeme [Zz] m devient le systeme de PASCAL-KIRK
MAN (3) dependant uniquement de ce que l' on peut permuter de toutes les
manieres possibles les 6 points fondamentaux do la conique .
( I ) Co Memoire est identique a celui que j' ai envoye a 1'Academie royale de Belgique,
sauf quelques corrections de forme, qui du reste ne changent en rien le sans. Je joins main-
tenant a certains points du travail des notes complementaires en renvois, distinguges par
des numeros des notes primitives indiquees par des asterisques .
(') Je dois avertir quo mon intention n' etait pas d' afrmer quo les theoremes indiques
par M. FOLIE sont de lui .
(3 ) A ., Nuovi teoremi sull'Hexagrammum mysticum . (Atti delta B . Accademia dei Lincei,
1877). Theoremes XII, XLIX .
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Ainsi en permutant les 6 points on obtient en tout 720 permutations corres-
pondant 12 a 12 aux 60 hexagones, qu' on pent former aver les 6 points, ou
bien aux 60 droites de PASCAL.
On voit done, que la theorie des groupes do 1' Hexagramme West qu'une
expression geoinkrique particulibre de la theorie des substitutions de six
lettres .
Cost la l'idee fondamentale qui nous guidera dans tout notre travail. Or,
en examinant a ce point de vue les proprietes quo 1' on considere comme ana-
logues du theoreme do
PASCAL, j' avoue n' avoir pu trouver de groupes analo-
gues a ceux de 1' Hexagramme . Cette difficulte insurmontable resulte de ce que
les elements fondamentaux, sur les courbes et sur les surfaces, donnes par ces
proprietes no sont pas arbitraires, comme le sont les 6 points Sur la conique,
et qu' en effectuant des permutations de ces elements les proprietes ne subsis-
tent plus (*) .
Je donne quelques exemples :
Il y a pour les surfaces du 2d degre un theoreme que l' on pout considerer
plus que tout autre comme 1' analogue du theoreme de PASCAL ; c' est celui
qui est relatif aux 6 generatrices d' un hyperboloide, appartenant trois a trois
aux deux systemes de generatrices. Ces 6 droites se rencontrent deux a deux
en 9 points, avee lesquels on peat former trois hexagones, dont les cotes sont
les 6 droites elles-memes, et dont les diagonales se rencontrent respectivement
en trois points . Ces trois points soot a une ligne droite g . Les plans tangents
aux sommets opposes pour chacun des trois hexagones se coupent en trois
droites d'un plan . Les trois plans, qui en resultent, so coupent suivant une droite .
Cette droite est la polaire de la droite g par rapport a l' byperboloide (**) . Ce
dernier theoreme pout etre considers comme 1' analogue du theoreme de STEINER
(*) Je remarque quo M. P . SERRET lui-meme ne considere pas ses deux th6oremes sur
dix points quelconques d' une surface du 211 degre comme les analogues du theoreme do
PASCAL. Le premier de ces th6oremes, relatif a deux pentaedres qu'on obtient en separant
les dix points en doux groupes do 5 points, eat analogue an theoreme que denx triangles,
dont les sommets sont 6 points dune conique, sont conjugues par rapport a une autro co-
nique Z. On obtient en tout 10 telles coniques, qui ont 6t6 etudiees par M. SAGER en re-
lation avee lea droites do PASCAL, et avee lea points de KIRaMAx, etc. Pour les 176 surfaces
du 2d degre 2, qu'on obtient en sgparant do toutes les manieres possibles les 10 points
fondamentaux d' une surface du 211 degr6 en denx pentaedres, le probl6me, qui so pr6sente
le premier, c' est celui de leers intersections ; probleme qui n' est ni lineaire, ni a premiere
vue elegant et qui offre pee d'int6ret . L'616gance et la beaut6 de 1'hexagramme dependent
de ce quo I'on pout 1'6tudier au moyen de constructions purement lin4aires .
(**)
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pour l' hexagramme mystique (*), mais it y a cette grande difference que, pour
la conique, on a 60 hexagones, ou bien 60 droites de PASCAL et 20 points de
STEINER, tandis que, avec les 6 generatrices de 1' hyperboloide, ou d' une sur-
face quelconque du 2' degrd, on obtient seulement deux groupes de trois he-
xagones et un seul couple de droites, qui correspondent A un couple de deux
points conjugues de STEINER . On voit done qu' it est impossible d' etendre les
grouper qu' on peut former avec 6 points d' une conique is 6 telles generatrices
d' un hyperboloide (') .
(*) C' est an moyen de ce theoreme que HESSE a demontre quo les 10 points do
STE[NER
sont conjugues deux a deux par rapport a la conique fondamentale .
(i ) M. FOLIE dans ses Fondements a la pag. 5 donne los definitions suivantes :
a Nous appellerons polygones conjugues de n totes inscrits h une courbe du n71e ordre,
• deux polygones tels quo chaque tote do Pun passe par Fun des points d'intersection de
• chaque tote de 1'autre avec la courbe ."
Ces deux polygones soot, salon PONCELET, deux courbes du n'" ordre, qui determinent un
faisceau do courbes du n" ordre auquel appartient evidemment la courbe a laquelle sont
inscrits les deux polygones . (Trait€ des prop. proj ., n .Os 253 et suivants .)
a De meme nous appellerons polygones conjugues de n + 1 tote inscrits a une courbe du
•
n'"B
ordre deux polygones tels, que chaque cots do I'un passe par I' un des points d' inter-
79 section de chaque tote do l'autre, un soul except€, avec la courbe ; les totes opposes dans
• ces deux polygones seront ceux qui n' auront pas do point common sur la courbe . n
Do memo je remarque que ces deux polygones peuvent etre consideres comma deux
courbes du (n + 1)II10 ordre, qui determinent un faisceau do courbes du mbme ordre, oh
n (n + 1) des (n +I)' points fondamentaux du faisceau sont situes sur la courbe du n""e
ordre, a laquelle soot inscrits lea deux polygones ; done lea n + 1 points foudamentaux
restants, oh se rencontrent les cokes opposes, sont situes sur une droite .
Pour n = 2 on obtient deuxx trilateres conjugues inscrits a une conique, qui d6terminent
sur la conique 6 points tout a fait arbitraires . En permutant ces 6 points on obtient 60
couples de ces trilateres qui donnent lieu aux 60 droites de
PASCAL, desquelles dependent
uniquement les groupes do l'hexagramme .
Pour la courbe du 3m" ordre (n = 3) on obtient deux quadrilateres qui determinant sur
la courbe 12 points situes 3 a 3 sur lours totes ; les 4 points d'intersection de leurs totes
opposes lout situes am une ligne droite g . En permutant les 12 points on n' obtient pas
en general d' autres couples de ces quadrilateres, et, par consequent, it est impossible dans
ce cas de faire 1' extension demandee .
Mais M . FoLIR dit dans son rapport qu'on pent la faire au moyen des 9 points d' inflexion
de la courbe .
Par le corollaire III (pag . 13) do sea Fondements, on pout construire des quadrilateres
conjugues inscrits h la courbe du 3u10 ordre, si l'on a un systeme do doux trilateres conju-
gues inscrits a la meme courbe.
Soient en effet 0, 1, 2 ; 0', 1', 2', los points do rencontre do la courbe avec deux secantes
s, s . Les transversales 00' - t01 11' - t i , 22' - tE rencontrent la courbe encore en trois
points situ4s sur nub ligne droite u 0 . 11 est €lair quo ss'u°,
to t, t2
donnent deux trilateres
conjugues . Si l' on considere maintenant les transversales 01' = T2 , 12' = To , 20'-- Ti , ces
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Cependant, pour la cubique gauche, on a la propriet4 donnee par CnasL'Es et
complet4e par CREMONA, par laquelle on peut faire cette extension. Si 12 3 4 5 6 7
transversales ddterminent une autre droite Uo par leurs intersections ult6rieures avec Is
courbe, Les quadrilat6res
Uototltsl
u o To T1 T2
sont evidemment inscrits a la courbe et lea intersections do leurs c6tds opposes Uo , u 1 ; to ,
To ; t 1 , T 1 ; t 2 , T2 ; sont situdes sur une droite g .
Dans le cas des 9 points d'inflexion situes 3 a 3 sur 12 droites L, on pout former avec
eux 4 trilat6res inscrits deux a deux a la courbe. II n'y a aucuno autre droite qui passe par
deux des 9 points, car les 12 droites L reprdsentent prdcisdment lea 36 droites qui joignent
deux a deux lea 9 points . Ces 12 droites se reucontrent dans lea 12 sommets des trilateres .
Flles Wont en dehors de ces points et des 9 points d'inflexion aucun autre point commun .
Or it West pas difficile de voir qu' on no pout pas former avec ces draites, an moyen do la
construction susdite pour n = 3, des quadrilateres conjuguds inscrits a la courbe, qui donnent
do nouvelles droites g de la figure . II est done impossible dans ce cas de faire 1' exten-
sion demandde .
M. FOLIE dit, dans son rapport, quo pour lea surfaces du 3'' ordre ('extension demandde
est susceptible do la plus grande gendralite .
On a pour ces surfaces to thdoreme snivant
a Les faces opposees de deux tetrai3dres conjuguds inscrits h une surface du 3"' ordre F 3
n se coupent suivant quatre droites situees dans un meme plan, n
Considdrons en effet lea 12 droites
C 13, 0 441 0 151 0161 0 231 C 24
,
0 251 C 26, 0251 C 38,
0 451 C 46
d'apr6s lea indications ordinaires . (Voir par ex. CsEMoNA, Teoria delle superficie et REYE,
Geometrie der Lage, II Abt.) Aveo ces 12 droites on petit former deux tdtraadres conju-
guds a F 3 , savoir :
dont lea faces sont evidemment des plans tritangents de F 3 et dent lea faces opposees se
coupent en 4 droites p d'un plan P. Si 1'on considare en effet l'hexagone
C16 C23 C46 C2; C14
C35
lea faces opposees C
46
C
23, C ,5 C 44 ; C 23 c46, c ,4 e35 ;
c, o,)
c 35 c48
se coupent suivant trois droites
p d' un plan P. (BRioscni, Annali di matematica, 1855 .) Mais lea faces qui sent opposees
pour 1'hexagone le sont aussi pour lea tdtraadres ; done lea deux faces opposees restantes
so coupent suivant une droite du memo plan P .
Si l'on consid6re lea 12 droites c, qui correspondent d'une eertaine maniare aux 6 points
fondamentaux do l'bexagramme, it est clair qu'on no pout pas obtenir d'autres couples de
tdtraadres conjuguds inscrits a F 3 , et, par consequent, aucun autre plan P, Cependant en
C 16, 0231 C45 C14 C 25 C36
0 441 0261 C




46 C 16 C 24 C35
C I$ ,
C
247 C36 C13 c56 C 45
106
	
Veronese : Interpretations geometriques




oh 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont situes sur un plan E
passant par le point 7 (*) . CREMONA a demontre que, si le point 7 se deplace
sur la courbe, le plan E passe toujours par une secante p de la cubique (**) .
Cette droite correspond h l' hexagone 12, 23, 34, 45, 56, 61 . On obtient done
en tout 60 secantes p de la courbe en permutant de toutes les manibres pos-
sibles les six points fondamentaux . Mais les theoremes de CHARLES et de CRE-
MONA s' obtenant par projection du theor6me de PASCAL meme, on pout par pro-
jection aussi obtenir les grouper formes par les 60 secantes p .
A la fin de ce travail je donnerai quelques theoremes sur ces groupes . Mais
ce que je viens de dire est une application toute speciale et, ajoutons-le aussi,
trop facile. Developper les resultats peu interessants qu' elle fournit ne serait
point repondre h la question, par suite de laquelle nous avons a etendre les
groupes de l' hexagramme aux courbes et aux surfaces .
Pour y arriver j' ai dQ laisser do tote les proprietes connues considerees
comme analogues, et partant de la theorie des substitutions j' ai developpe dans
ce travail une methode generale, qui me donne des analogies nouvelles et cola
assez elegamment .
J'ai fait observer des le principe que les groupes de 1'hexagramme Be sont
qu' une expression geometrique particuliere de la theorie des groupes de 6
eonsiderant 15 des 27 droites, qui n' appartiennent pas a un double-six on obtient des ar-
rangements analogues h ceux de l'hexagramme, c'est ~ dire qu'on obtient la figure 6tudi6e
par CREMONA
.
Les triangles des deux t4tra6dres, que nous avons consider6s plus haut, soot
design6s dans le M6moire do CREDioiA par les symboles III I, III II ; IV I, IV II ; V I,
V II; VI I, VI If, oh I, II, III, IV, V, VI sont les indices romains relatifs aux 6 figures
HI, on bien aux penta6dres de la figure dans 1'espace . CREmoxA appelle les droites p, o>
so coupent les faces des deux tetra6dres, droites de PASCAL et les plans P, oh elles sont
situ6es 4 a 4, plans de POCKER ; it en 6tudie d'abord les propri6t6s pour une surface F 3
aver un point double et ensuite pour une surface du 3me ordre quelconque .
Cette figure a 6t6 egalement 6tudi6e par M . CAPORALi, qui a donn6 aussi une autre exten-
sion des groupes de l' hexagramme pour les 16 points et pour les 16 plans singuliers de la
surface do
KQMMER . (Atti R . Ace. dei Lincei, 1878 .)
(*) CHASLES, Apergu historique, pag. 403 .
(**) Sur des lignes gauehes de 3°" ordre . CEELLE, 58,
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lettres . Representons, en effet, les 6 points d'une conique par 6 valeurs x,, x 2 ,
x 8 , x,, x
5 , x s d'un parametre . Si l'on permute ces 6 valeurs de toutes les ma-
ni5res possibles, on obtient, en partant d' une figure geometrique quelconque
qui depend uniquement des 6 points fondamentaux, en general 720 figures de
meme espece, ou bien seulement un nombre m diviseur de 720 . Si cette figure
est la conique fondamentale, les 720 coniques correspondantes coincident avec
elle, c' est a dire que la conique fondamentale se transforme en elle-meme .
Donnons maintenant aux 6 valeurs x,, x2 , . . ., xe une autre signification geo-
metrique, par exemple supposons qu' elles soient les coordonnees homogenes
d'un point de 1'espace lineaire a 5 dimensions R 5 j en les permutant on obtient
720 permutations qui nous donnent, en general, 720 points correspondant 12
a 12 aux 60 droites de PASCAL . Ces 720 points forment precisement les groupes
analogues a ceux de l' hexagramme, car les deux figures ont la meme base
algebrique, les groupes des substitutions des 6 lettres .
Il y a encore bien d' autres manieres d'etendre ces groupes . On trouve, en
effet, daps R5 aussi des sons-groupes speciaux de 720 points, par exemple un
groupe de 120 points, dent les coordonnees sont les differentes racines
6mea
de
1' unite, correspondant deux a deux aux 60 droites de PASCAL.
Cependant 1' extension la plus interessante dans 15 est la suivante . Avec
les 6 points fondamentaux de la conique on pent former 15 triangles Aai3 . Ces
15 triangles determinent deux a deux les 60 droites de PASCAL, qui peuvent
titre representees par le symbole Aa/ Aa y (a, g, y , a, e, l sont identiques,
a l'ordre pres, aux indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 relatifs aux indices romains f ,
II, . . ., VI des 6 figures II) (*) . Nous verrons dans le chapitre II qu'ils deter-
minent aussi trois a trois les 20 points de STEINER et les 60 points de KIRKMAN,
qui peuvent titre representes respectivement par les symboles
Aa i3
Aa y A (3 y,
Aa 9 A a
y Aa a. Les 6 figures II peuvent titre representees par cinq triangles A a f3 ;
par exemple la figure I par le symbole A 1,A, S A 14 A15 A,s . Une quelconque de ces
figures est formee par 10 droites de PASCAL et les dix points correspondants
de RIRRMAN qui Sent poles et polaires par rapport a une conique II .
Or dans 1'espace R5 aux triangles Aa j3 correspondent 15 surfaces du 2'I degre
a 4 dimensions (**), qui representeet geometriquement les memes groupes de
48 substitutions que les triangles Aap de l'hexagramme.
De meme aux 60 droites de PASCAL AaPAay correspondent 60 surfaces du
(*) A., 1 . c ., pag. 28 .
(**) Voir nomenclature, Nr . 1 .
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4TCe ordre a 3 dimensions, aux 20 points de STEINER correspondent 20 surfaces
du 6" ordre a 2 dimensions, aux 60 points de KUIKMAN 60 surfaces du 8" ordre
a 2 dimensions et aux 6 figures II 6 configurations II . Je fais observer que
ces groupes H sont representes dans la theorie des substitutions de 6 lettres par
les 6 fonctions remarquablesa 6 valeurs trouvees par J . SERRET (*).
Ces groupes de points, do droites, do plans, do courbes et de surfaces daps
R, out des proprietes tres simples et tres interessantes .
Les six points fondamentaux de la conique dans 1'hexagramme, peuvent etre
representes par les 6 sommets de la pyramide fondamentale dans R, . En effet
au sommet (x i , 0, 0, 0, 0, 0) correspond le point x 1 de la conique . Mais la
conique elle-meme a des representants Bans notre espace . Il suffit de remarquer
que la conique se transforme en elle-meme en permutant les 6 param6tres
x 1 , . . ., x e des 6 points ; done toute configuration on toute courbe, surface a 2,
3, 4 dimensions dans R,, qui passe on non par les 6 sommets de la pyramide
fondamentale et qui se transforme en elle-meme par les permutations des 6
quantites x,, . . ., x, correspond evidemment a la conique.
L' etude des substitutions et des proprietes geometriques, qui en resultent,
nous donne done pour ces configurations, ces courbes, ces surfaces a 2, 3, 4
dimensions, les analogies directes de l' hexagramme, la reponse a la question
proposee .
Bien qu' it soit deja tres interessant de determiner de telles proprietes daps
un espace d' un nombre de dimensions quelconque, it est bon d' utiliser ces
theories pour l' espace a trois dimensions et pour le plan. J' arriverai a ce
resultat par 1'emploi du principe de projection (') .
Etant donnee une configuration dans l'espace a n+1 dimensions R
n_ 1 ,
nous
obliendrons par projection univoque, sur l' espace ordinaire et sur le plan, des
configurations que j' appelle de meme classe .
Nous projetterons toutes les figures analogues a celle de l'hexagramrne, de-
terminees dans R,, comme it a ete dit, sur l' espace a trois dimensions et sur
le plan; noes obliendrons ainsi Bans ces espaces les analogies cherchees .
Ces theories m' ont conduit necessairement a donner tout d' abord des theo-
(*) Journal do Lcoovurn, 1850 .
(') Je tiens h constater actuellement quo j'ai d6veloppd ce principe dans mon Memoire
publi6 recemment dans le 19T 1 e volume des Math . Annalen intitule : Behandlung der project.
Verhtiltnissen der B fume von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
and Schneidens . Le travail pr6sent est une vaste application du thdoreme quo j' ai donne
dans co Mdmoire sur les configurations generales, pag. 176-178 .
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remes generaux pour 1' interpretation geometrique des groupes des substitutions
de n lettres daps l'espace lineaire a n-1 dimensions, et a faire ensuite des ap-
plications a une configuration quelconque de l'espace a 3 dimensions et du plan .
J'indiquerai en terminant les resultats principaux que j'ai obtenus, en sup
posant que x i , x2,
X3)
. . ., x s soient les coordonnees d' une droite de 1' espace a
trois dimensions en prenant comme figure fondamentale les 6 complexes lineaires






-a''3 -- x4 -F'x 8 --x8-0
une droite quelconque donne lieu en general a un groupe de 720 droites, un
point a un groupe do 360 points, auquel se relie un groupe do 360 plans .
Je mets cette figure en correspondance directe avec l' hexagramme lui-meme
et nous auroras des lors pour cette figure de nouveaux theorbmes .
Je no considere jamais en elle-meme la figure correlative d'une figure donnee .
Les proprietes analogues au theorbme de BRIANCHON so deduiraient des pro-
prietes de l' hexagramme par le principe de reciprocite. Il y a pourtant des
cas oI je considbre aussi deux figures correlatives, mais comme formant en-
semble une seule figure .
A cot egard je suppose connu mon Memoire sur l' hexagramme de 1877,
en outre je fais appel aux proprietes principales de la theorie des substitutions ;
et, dans la seconde interpretation geometrique, a la theorie des complexes de
droites .
La m6thode que je suis est trbs gen6rale et peut s'appliquer a 1'6tude
d' une configuration quelconque .
I
Je crois que mon travail a aussi une certaine importance algebrique ; cette
n ethode donne de la vie a la theorie des groupes des substitutions en lea ron-
dant plus visibles, pour ainsi dire, plus plastiques (') .
On pourrait encore etendre les groupes en question a toute courbe ou surface
unicursale. L' application directe de la theorie des transformations de CREMONA,
1' application a la representation sur le plan pour les surfaces donnent des ana-
logies nouvelles . Mais ces analogies, comme on le voit facilement, n' ont ni
1'elegance, ni 1'importance de cellos que noun donnons ici .
(*) Math. Annalen, vol . 2 . Ueber die Liniencomplexe
11"
and 2°" Grades .
KLE[N a 6t4 le premier
a utiliser la geom6trie pour la representation des resolvantes
des equations algebriques et pour la resolution des equations . Math. Annalen, vol 4
. Ueber
die Resolventenbildung, etc ., et vol . 12
. Eine neue Au flosung der Gleichungen 5" Grades, etc
.
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Je donne aussi a, la fin un theoreme analogue a celui de PASCAL pour 8
points quelconques de la courbe rationnelle du 4' ° ordre dans 1' espace a 4
dimensions .
Pour terminer, je dois avertir que la derniere partie n' est pas completement
redig4e, faute de temps . Les resultats sont donnes, mais les demonstrations sont
incompletes. Au besoin, lors de la publication de ce travail, je developperai ce
qui pent y manquer (').
(') Aujourd'hui je publie on of et les demonstrations completes en renvois sans alt6rer
le texte .





GENERALITE SUR L' INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA THEORIE
DES SUBSTITUTIONS DE n LETTRES .
§ 1 .
Etude de la correspondance projective entre deux espaces A n - 1 dimensions
dams un espace a n -1 dimensions .
NOTATIONS .
4 . Je conserve dans le present travail les denominations do point, droite,
plan dans le sens ordinaire et je designe ces elements par les symboles R,,, R,,
R2 . J' appelle simplement espaces a 3, 4, . . ., n-1 dimensions les espaces
lineaires a 3, 4, . . ., n-1 dimensions et je les designe par les symboles R, j
R,, . . ., R
n_, -
Je dis que deux espaces sont correlatifs dans 1'espace R,z
_
1 , lorsque
la Somme de leurs indices est egale a n-2. Ainsi 1' espace R
m
a pour cor-
relatif 1' espace Rn-m-2 . Si n = 2 t 1' espace R t_, est correlatif de soi-meme .
Deux espaces quelconques Rm Rm, se coupent suivant un espace Ra , oii
a-m+m'-n+1 (') .
J' appelle courbe Cm du
mme
ordre toute figure geometrique daps l' espace
Rn_,, qui est rencontree par un espace quelconque Rn_2 en m points. De meme
j' appelle surface a 2, 3 , . . ., n - 2 dimensions et du m' ordre toute figure
geometrique qui est coupee par un espace Rn_ 2 respectivement suivant une
courbe ou suivant une surface a 2, 3, . . ., n - 3 dimensions et du memo ordre .
Etant donne maintenant un point R, et un espace Rn _ 2 , qui ne passe pas
par R,, projetons par R, une courbe ou bien une surface quelconque a 2,
3, . . ., n-3 dimensions et d'ordre m situee dans l'espace Rn _ 2 . Nous obte-
nons autour du point R,,, comme sommet, un cone-point a 2, 3, . . ., n- 2
dimensions et du memo ordre ; en effet ce cone est coupe par un espace Rn_2
quelconque suivant une courbe du
memo
ordre ou suivant une surface a 2,
3, . . ., n - 3 dimensions et du
m'
ordre .
(1) Voir A., Math. Annalen, 1 . c. Einleitnng.
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Si l' on veut projeter une figure de 1'espace R,,_, par un espace R,n , it suffit
de faire passer par 1'espace R,n et les points, les droites, etc ., et les espaces
Rn_m_3 de la figure des espaces R,n+ ,, .Rm+2 , etc., Rn _ 2 .
Si l'on coupe ces
espaces par un espace
Rn_m-2
quelconque, qui n' ait aucun point commun avec
1'espace R,n , on obtient sur Rn_,n_2
la projection de la figure donnee faite par
Rm . Evidemment, 1'espace sur lequel on projette et l'espace projetant doivent
titre deux espaces correlatifs . Ainsi, pour projeter par exemple une figure de
Rn_i sur un plan R2 , it faut la projeter par un espace Rn_, ; ou bien, si nous
voulons la projection sur un espace a 3 dimensions R,, it faut la projeter par
un espace quelconque Rn_5, qui n' ait awe R3 aucun point commun .
Le principe de projection nous sera tres utile pour etudier les configura-
tions daps l' espace a 3 dimensions et daps le plan . Personne Re s' est encore
occupe de ce principe, mais it y a lh une methode feconde pour etudier non
seulement des configurations de points, de droites, de plans, mais aussi de
courbes et de surfaces dans 1' espace h 3 dimensions . L' etude devient beau-
coup plus facile si P on cherche une configuration, une courbe, ou bien une
surface h deux dimensions dans Rn_, dont la configuration, la courbe ou la
surface donnee daps R3 soit une projection univoque (i) .
HOMOGxnrHms .
2. Nous allons maintenant considdrer deux espaces Sn-,, S'n_,
projectifs
fiitues daps 1' espace Rn_, . Si nous designons par x,, x2 , x3y . . ., xn les coor-
donnees homogenes d' un point de Sn-, et par x',, x	xn
les coordonnees
du point correspondant de S',_, on a
pxi=aiix,+ai2x2+
. . .+ainxn OU i-=1, 2, . . ., n ( i
) . (1)
Les points doubles sont donnes par le determinant
a,i - p a,2 .
. .
a2, a22




an2 . . . ann -
p
Ce determinant est du n- degre en p, it y a done en general n points doubles .
( 1 ) Voir A., Math. Annalen, 1 . e . Ce travail a dte publie A la fin de 1'ann4e derniere, tandis
quo j'ai envoye le present Memoire a 1'Aeademie de Bruxelles au mois de juillet precedent .
(*) Les quantitos a sont quelconques .
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Les n points doubles forment une pyramide a n sommets; si nous prenons
cette pyramide comme fondamentale, les formules (1) deviennent
p x i = aixi . (3)
II existe dans 1'espace Rn_, des homographies spsciales, tout aussi bien que
dans l'espace a 3 dimensions, et qui dependent svidemment du determinant (2) .
Cependant je m'occuperai seulement des homographies, que j'appelle collinea-
tions, et qui peuvent etre toujours reprssentses par des formules analogues aux
formules (3) .
Soient Ao' A" . . . Ao' les n points doubles, qui determinant la pyramide fon-






faces planes R2 , etc., n faces a n-2 dimensions, que nous designons respec-
tivement par les symboles A12', AQE 31 , etc., A„13. . . oh les indices
supsrieurs indiquent les sommets de la pyramide, par lesquels passe 1' arete ou
la face consideree . Nous voyons a l'inspection de ces symboles que deux faces
sont correlatives lorsque les indices superieurs, pris ensemble, contiennent tons




En general les espaces projectifs Sn_,, S',z_, ont dans la face All), seulement
les n -I points doubles Ao' . . . . A", ; s' ils en ont encore un, tons les points de
A(.'-) ,
correspondront a eux-memes. Dans ce cas deux points PP', correspon-
dants quelconques sont situss sur une droite, qui passe par le point Ae' ; en
d' autres termes on obtient une homologie a n -I dimensions, on bien une
collineation de premiere espece . Je dis que le point Ao' et 1'espace A;;'_ 2 sont
le centre et l'espace d'homologie, on bien les deux espaces fondamentaux de
la collineation .
On voit aussi facilement que les points Aa'P0 P'o et le point d' intersection
de la droite, qui les joint, avec l'espace A."-', donnent un rapport anharmonique
constant quels que soient les points P0 P' o . J'appelle ce rapport anharmonique
la caracteristique de la collineation .
Si la caracteristique est sgal a -1, alors les points PP', soot divisss har-
moniquement par Ao' et A`,i_ 2 . On a dans ce cas une involution de premiere
espece. Si la caracteristique est egale a une racine primitive mme de 1' unite,
chaque point P0(Q'a ), considers comme appartenant aux deux espaces S,,_ 1,
S'n_ 1 , done un cycle projectif de m points, qu'on obtient en determinant suo-
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cessivement les points correspondants de P° (Q'°) (*) . Je dis alors qu' on a une
collineation c jclique du m' ne ordre .
3. Considerons maintenant les deux espaces A1 E1, A111% . En general les
deux espaces Sn-,,
"'A '21 ; '_ S'n-,
ont daps A~"E1 ,
Ari"_3
les points doubles A0 ° A °~, . . .
A,'' ; mais s' ils en ont encore un dans A,12' et A ;;_3 thus les points de ces espaces
seront des points doubles de &-, S'n_, . Deux points correspondants quelcon-





Deux plans correspondants E2 E'2 passant respectivement par les
points P° P' 0 rencontrent l' espace A„'Q'3 en un point .
Je dis qu' on a dans ce cas une collineation de 2e espace pour laquelle les
espaces A ; 2' , An'2'2 sont les deux espaces fondamentaux . On volt aussi quo le
rapport anharmonique de deux points correspondants P ° P' 0 et des deux points
d' intersection R ° S° de la droite P° P' 0 avec A1 2', A;i?'3 est constant . En effet,
soient P° P' ° j
Q0
Q' ° deux couples de points correspondants . Los deux droites
P, P',, Q ° Q ° determinent un espace a
	 0	
At, (F~)		
trois dimensions, qui passe par la droite
9
All') et qui coupe 1' espace A ;,i"3 suivant
I une droite a,, sur laquelle sont situes les




Q, Q', avec A
;,123
. Soit donne en
a ° I outre un point M° (l1I' ° ) de la droite A1'
2'
P T,~ comme sommet ; projetons par M° les
4-~"~~ points P° P'° , et Considerons le plan E2
a, l
s°
; des trois points P° Q ° M° . Ce plan ren-
~0 contrera A3 en un point No (N',), qui
9)
sera situe sur la droite a,, puisque le
00
plan E2 appartient aussi a 1' espace a
trois dimensions determine par les droites PP',, Q ° Q' ° . Le plan correspon-
dant E' 2 passe par N° M0 et P' 0 et doit couper la droite Q0 Q ' 0 au point Q' ° .
Si nous projetons maintenant du point N0 les quatre droites MoR0j MP,,
M° P'° , M0 S0 , on obtient quatre plans, qui passant par la droite N0 M0 et qui
(*) Pour les cycles projectifs de m points dans 1' espace a trois dimensions voir BeIre-
ouuo i : Sulle involuzioni di diversi ordini, R. Ace . di Napoli, vol. 1, 2, 7. KLEIN et Lin
Math. Annalen, vol. 4. Ueber diejenigen Ebenencurven, welche durch ein geschlossenes Sy-
stem von einfach unendiich vielen vertauschbaren Transformationen in rich iibergehen . A . :
Sopra alcune notevoli configurazioni, eee. Atti della R. Aeeademia dei Lincei, 1881 .
de la theorie des substitutions de n lettres, etc .
	
115
coupent la droite Q o Q' o aux points R', Q,, Q' o S', ; d' oiii
(P, Yo S, R o )
_ (Q, Q'0
S' 0 R'a )
c. q. f. d .
Cc rapport anharmonique est la caracteristique de la eollineation . Si elle
est egale a -1 on a une involution de 26 espece .
En gen6ral j'appelle espace fondamental d'une homographie un espace dent
tous les points se correspondent a eux-memes .
Si 1' on continue comme proc4demment on obtient des collineations de 3
me ,
4me , . . . espece. Si n = 2 t, ou bien n = 21 + 1 on voit que, tout au plus, on
a des collineations de
tme
espece. Done
Theoreme I. Si n = 2 t ou n = 2 t -}-1 it y a dans l'espace a n - 1 di-
mensions R, -, des collineations de Ire
, 2e, 3me, . . .
tme espece, dans lesquelles se
correspondent a eux-memes tous les points de deux espaces fondamentaux cor-
relatifs, respectivement A 0 , An-2; A,, An - 3; . . . ; A t_,, At_ { ; ou bien A t-,, A t .
Deux points correspondants quelconques P 0 P'0 sont situes sur une droite, qui
rencontre les deuxx espaces fondamentaux en deux points R,S S . Les points R,S0
donnent avec P, P' 0 un rapport anharmonique constant, la caracteristique de
la collineation .
Si la caracteristique est egale a -1 on a des involutions de 1ere
, 2e , 3ine,,,,
tme espece. Si elle est egale a une racine mme primitive de l' unite on ci des
collineations cycliques de Pre, 2e
, . . .
tme espece et du mme ordre (').
HoMOQRAPRIES CYCLIQUES (2) .
4 . Comme nous auroras besoin plus loin do ces homographies, je vais en
donner les proprietes principales .
Nous avons trouve pour la correspondanee homographique generale les for-
mules
px 'i=aixi i=1, 2, . . . n . (1)
(') Pour n = 4 on obtient deux collineations dans 1'espace ? trois dimensions ; pour la pro-
miere les deux espaces fondamentaux sont un point et un plan ; pour la seconde ce sont
deux droites quelconques . Si la caracteristique est egale h - 1 on obtient des collingations
on homologies en involution . (Involutorische Collin 'ation ou bien simplement Involution . Voir
par ex . FIEDLER Darstell. Geom . et REYE : Geo,n. der Lage, II Abth.) C'est done dans ce sens
que jo me suis servi du mot u involution n et non dans le sens de BATTAGLIRi, car j'appelle
les involutions de BATTAGLINI, comme nous le verrons mieux plus loin, cycles projectifs, si l'on
considere ces involutions en elles-memes, et eollinSations cycliques lorsqu'il s'agit d'une col-
lineation ou homologie pour laquelle la caracteristique est egale a une racine na" de l'unite .
(2) On volt par ce numdro memo que je n'ai pas non plus appele involutions lea Homo-
graphies cycliques, comme le veut faire croire M . FOLIE dans son rapport .
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Si nous operons successivement cette transformation a un point quelconque y i ,
nous obtenons un groupe de points
y i , aiyi, ai yi, . . ., a i yi, . . (2)
que nous appelons un groupe projectif de points dans 1'espace B n _ i . II est
clair qu' on passe du point yj au point a7" yi par les formules
pxi=am xi
on voit done que les points yi, am yi, aim y i , etc ., forment aussi un yroupe
projectif.
Si l' on suppose quo les constantes ai sent toutes positives, les points du
groupe (1), qui soot en nombre infini, determinent une courbe transcendante W.





(: . , log a' (x,n )log a,
yi yQ yn
En supposant a, > a 2
> a


















xa _ x2 log as
?x, x, luga1 axs















La courbe W pent done etre donnee par 1' intersection de n - 2 cones a n - 1
dimensions dont les sommets sont n- 2 espaces
-An-,
de la pyramide fonda.
mentale. Cette courbe sera algebrique lorsque les logarithmes des rapports des
coefficients a seront proportionnels a des hombres rationnels quelconques . Comme
les courbes TV planes et de l' espace a trois dimensions, les courbes TV des
espaces a plus de trois dimensions out la propridte de se transformer en elles-
memes par des transformations infiniment petites (*) .






en differenciant les equations (5) on a :
(*) Voir KLEIN, LIE et A . : Sopra alcune configurazioni, 1 . c .
X2
log





X3 x'3 10g a3 a xn-i xn-i log an-i (6\
xz log as `dxn_s xn_z loga,t_s
Si nous posons






1 +x' 1loga 1dm








oh dm est une quantite infiniment petite, et si nous differencions nous obtenons
les equations (6) . Mais les formules (6) nous donnent une transformation li-
neaire infiniment petite ; done, en operant sur les courbes W une telle transfor-
mation, elles se transforment en elles-memes . En la repetant on pourra passer
d' un point Po de la courbe W a un quelconque de ses points Q ° ; on obtiendra
ainsi une transformation de la forme
p xi = a' xi . (8)
Nous voyons que dans toutes les homographies donnees par les transformations
d' une courbe W en elle-meme, la pyramide fondamentale est toujours la py-
ramide des points doubles . Les tangentes po , q, en P0 , Q0 a la courbe sent deux
droites correspondantes dans 1'homographie (8) . On a done :
Theoreme II. Un groupe projectif de points determine une courbe tran-
scendante W, qui dans certains cas peat titre aussi algdbrique. Les tangentes
d' une courbe W quelconque rencontrent quatre faces quelcanques a n - 2 di-
mensions de la pyramide des points doubles, donnde par le groupe projectif,
en quatre points d'un rapport anharmonique constant,
Theoreme III. Deux courbes quelconques W se rencontrent seulement aux
sommets de la pyramide fondamentale, par oic elles passent.
Une courbe W a toutes ses singularitds sur les sommets, aretes, etc ., de la
pyramide fondamentale .
Theoreme IV. Une droite R 1 ou un plan R,, etc., donne lieu a une sur-
face engendree par une droite, ou par un plan, etc ., qui relativement a ses
droites, plans, etc., a des proprie'tds analogues a celles des courbes W relati-
vement a leurs points .
5 . Si nous supposons dans les formules (7) du numero precedent am =1
ou bien ai="/f, le point az"yi du groupe projectif tombe sur le point yi meme,
c' est a dire que nous avons un cycle projectif de in points.






ou bien px'i =r .xi
oh
tA
= 0, 1, . . ., m -1 et r eat une racine primitive m- de 1' unite .
.Annali di Matematica, tomo XI . 16
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Si l'on multiplie les coordonnees dun point quelconque, par ex . y,, y 2 , . . .,
y, t , par n des racines vi- de I' unite de toutes les manieres possibles, on ob-
tient mn-1 points qui forment un groupe (yi),nn
Considerons les deux points de ce groupe, dont les coordonnees sent
rp' y,, rp : y2 , . . ., rp8 y s , rps+l
yr+=,
. . ., rp"-,
yn-t,






On voit facilment qu'ils sont situes sur une droite, qui rencontre les deux faces
x, = x2 = xs = As-i = 0 ; xs+, = x8+2 =




de la pyramide fondamentale. On voit aussi qu' on peut passer du point (1)
au point (2) en multipliant les s premieres coordonnees de (1) par rq, et les
n - s dernieres par rq, .
Si maintenant nous faisons la meme chose avec le point (2) nous obtenons
le point
rp,+2 q, y,, . . ., rpa+ 2 q, ys , rps+1+2qa y,+,,
. .
. , Yn (3 )
et en continuant h faire la meme operation aver le point (3) et ainsi de suite,
it est clair, qu'on obtient un cycle projectif de m points situes sur une meme
droite. Done :
Theoreme V. Si l'on multiplie par ex . les s premieres coordonnees d'un
point quelconque du groupe (yi),n„
-,
successivement par une puissance rq, d'une
racine primitive m, de l'unite, et les n-1 autres par une autre puissance
rq2, on obtient m points d' un cycle projecti f, situes sur une droite. Cette droite






de la pyramide fondamentale. D'apres le theoreme I les m points forment un
cycle de mme ordre et de
Sme
espece.
Theoreme VI. Pour chaque couple de faces opposees A S-,, A
n
_s-, de la
pyramide fondamentale le groupe (yi)m^ - ' se decompose en
Mn-2
cycles projectifs
de sme espece et d'ordre m, situes respectivement sur autant de droites, qui
coupent les deux faces A 3_,, An - s_, .
Si n = 2 t, ou bien n = 2 t -f-1, on a tout au plus des cycles projectifs de
tme espece, situes sur des lignes droites .
6. Considerons maintenant les deux points
y, , ys?
y3, . . .,
Y.-I : yn
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On passe du point (1) au point (2) en multipliant les coordonnees de (1) res-
pectivement par r, r2 , . . . , rn- 1, 1 . Si nous multiplions par ces memes quan-
ites les coordonnees de (2), nous obtenons le point
r 2 yi , r` y 2 , . .
., r
n-2
-i, yn . (3 )
En continuant ainsi on obtient m points d'un cycle projectif, mais qui no sont
pas situes sur une droite. Le m"1e point sera
rm- 1 y i , . . ., r y,-,, yn . (m)
Ces m points sont situes sur une courbe W. TI n'est pas difficile do voir, d'a-
prbs le n.° 4, que cette courbe est algebrique . Je dis que ce cycle est du m"6
ordre et de la (t + 1)'ne espece, lorsque n = 2 t ou n = 2 t + 1. Done
Thdoreme VII. Les m points du groupe (y2)m„-1, qu'on ddduit d'un point
quelconque de (yj)mn- , en multipliant ses coordonndes respectivement par r, r,
r3 , ., rn-1
.
1 forment un cycle projectif de la (t+ 1)- espece et du mme ordre
(n = 2 t ou - 2 t + 1), qui est sited sur une courbe algdbrique W.
Si n-m it est facile, par ce qui precede, de demontrer le theoreme suivant :
Thdoreme VIII. Les n points d' un cycle projectif de (t + 1)
me
espece et
d'ordre n sont situds sur une courbe rationnelle W de (n-1)- ordre (*).
7. Si au lieu de considerer un point y= on considere la surface du 2d degre







l' on multiplie xi, xQ, . . ., x, de toutes les manieres possibles par n racines
med de I'unite, on obtient aussi un groupe de mn
-I
surfaces du 2d degre a n-2
dimensions (S)m^-' . Or, avec ses m" -i surfaces on pout former, d'une maniere
analogue a celle des numdros precedents, des cycles projecti fs de m surfaces
et respectivement de la
Mere,
2e, etc. (t + 1)me espece et d' ordre m.
Si nous considerons deux surfaces d' un cycle projectif do s"2e espece, par ex . :
rP, xi +





+ rrn-, x. -i -+ xn = 0





. . . +
rPK-,+ql
xn-i + xn =
on deduit:
Toutes les surfaces d' un cycle projectif de s'
ne
espece, oic s < t + 1, se tou-
chent suivant deux surfaces du 2d degrd respectivement a s -- 2 et a n - s - 2
(*) La courbe d'ordre n - 1 est la courbe la plus simple qni puisse exister dans l'espace
R,-,, sans titre situge dans un espace de dimensions moindre .
Voir maintenant mon travail des Math . Annalen, 1. o.
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dimensions, situees dans deux faces opposees As-,, An-,-, de la pyramide Jon-
damentale.
Si Pon considere un cycle projectif de (t + 1)me espece, par ex . celui qui est













on voit quo les m surfaces du cycle rencontrent les aretes de la pyramide
fondamentale en des points differents .
Nous aeons aussi les th6oremes suivants :
Theoreme IX. Un cycle projectif de m points du groupe (yi),,, - de sore
espece a le meme cycle polaire par rapport aux surfaces du 2d degre' de
Mn- 1.
cycles du groupe (S),,,"-' de s-6 espece. Si le cycle du groupe (y i)m n-I est de
la (t + 1)me espece, la courbe W qu' it determine, a la meme polaire reciproque
par rapport a rnn
-
i cycles de surfaces du 2d degre et de (t + 1)me espece .
Theoreme X. Le groupe (yi) m n a par rapport a toutes les mn - i surfaces
du groupe (S)m^-' le meme groupe polaire de mn - i espaces vi a n - 2 dimen-
sions, qui forment aussi un groupe (vi)m'-
Theoreme XI. La polaire reciproque d' une surface du 2d degre d' un
cycle d' espece quelconque par rapport a une autre surface du cycle, appartient
au meme cycle.
La polaire reciproque d' une surface du 2d degre par rapport a une autre
surface du groupe (S)m -' est une surface du meme groupe (1) .
§ 2 .
Interpr6tation g6oin6trique d' une substitution quelconque,
particulierement de la forme (12) (34) . . . . (in-1, m) .
8. Soient y,, y2 , . . ., yn les coordonn6es d' un point So de l' espece
si nous permutons les n indices des coordonn6es de toutes les manieres possi-
bles nous obtenons 1 .2 .3 . . . n=N points, qui representent les N permuta-
tions des indices 1, 2, 3, . . ., n. Je dis qu' ils forment un groupe (S 0)w .
(i) Pour les systhmes polaires voir A ., Math. Ann ., 1. c., pag . 184 et suivantes . Pour
les grouper (y i ),„m-' et (S),„^-i lorsque n = 3, 4 voir A . : Sopra alcune con figuraxioni; etc .
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On peut mettre une substitution quelconque sous la forme
123 . . . n
klm . . . P
(k, 1, m, . . ., p etant, a 1'ordre pres, identiques a 1, 2, . . ., n). La substitution
peut done s' exprimer par la transformation lineaire




On voit tres clairement que nous avons a faire a une homographie entre deux
espaces a n-1 dimensions, que nous aeons deja etudiee dans le paragraphe
precedent .







X11 0, 0, . . . xk, . . .
0, - P x 2 , 0, . . . xi, . . . 0, . . .
0
0
0, 0, 0, . ., 0, . . . 0, . . . xp , . . . -Pxn
Les points doubles de cette homographie restent invariables par la substitu-
tion (1) . Done :
Theoreme XII. En operant une substitution quelconque sur les indices
des coordonnees d'un point yi, on obtient en general n points qui restent in-
variables .
9 . Nous avons trouve (n .° 3) certaines espbces de collingations et d'bo-
mographies (n .° 4) que nous rencontrons ici comme des cas speciaux d' une
substitution quelconque .
a) Considdrons d'abord la substitution (12) .
En operant cette substitution sur un point
yi, y2,
y 3j . . ., yn
on obtient le point
y8, yi, y3,
. . ., yn .
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Dans ce cas noes avons done une involution de premiere espace ; c' est a dire
que leg deux points sont situes sur une droite, qui passe par le point des coor-
donnees
0, . . . 0=PoQ'





Or, comme la pyramide fondamentale a n ( 1) aretes, it est clair, que noun
avons
12 (n2
1) points Paik), situes respectivement sur ces droites et un egal





, qui soot situes respectivement sur leg aretes de la pyramide fondamen-
tale, dont leg coordonnees sont de la forme
0, 0, . . . 1, 0, . . . 1, 0, . . . 0 .
Par exemple leg points P' 11 ' et P'o2' sont situes sur 1' arete Ao' Aa' et divisent





espaces II;;k2, dont leg equations sont de la forme
Xi+ xk = 0
.
L' espace H I
.1-112 contient tous leg points P'oi 1 ),
excepte ceux qui ont dans leurs
indice superieur seulement 1' indice 1 ou 1' indice 2 ; c'est a dire qu' it contient
(n - 2) (n- 3)
+ 1 points P'oik) . En outre, it passe par tous
leg
points Po k) qui
2
n'ont ni l' indice 1, ni l' indice 2 ou ni l' un, ni l' autre . 11 passe done par
(n---2)(n-3)








Si 1' on considere la surface a n-2 dimensions du 2d degre
xi+x2+ . . .+xn=Sn_Q=0 (1)
on voit facilement que leg points
P(oik)
et P'oik) ont pour espaces polaires, par





et par leg espaces IInik ~, II' ;,ik~ est polaire
reciproque d' elle-meme par rapport as la surface (1) . Done
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Theoreme XIII. Sur chaque arete de la pyramide fondamentale, par ex.
A0OA k ::--A(ill) it y a deux points
Poik>,
P'oik), dont les coordonndes sont res-
peetivement 0, 0 . . . . 0, 1, 0 2 . . . 0, -1, 0 ) . . . 0; 0,
0. . . .
0, 1, 0, . . . 0, 1,
0, . . . 0, et qui divisent harmoniquement le segment A(I)A(k). Il y a aussi pour
chaque face a n - 3 dimensions de la pyramide fondamentale, par exemple
A;;?,A;,k?2-AnZkg deux espaces IInik~, H'~ik ?2, dont les equations sont de la forme
xp~: xk=0
qui passent par An2k, et qui divisent harmoniquement les deux faces Any!
2,
A;~'`?2 . Les n (n21) espaces
H,()2
passent par le point u
unite"
(le point qui
a toutes les coordonndes dgales a l' unite') .













Thdoreme XIV. La figure formee par les points Poik),
P'(ik)
et par les
espaces est polaire reciproque d'elle-meme par rapport a la surface
du 2d degre a n-2 dimensions Ix', ---__ Sn_ 2 = 0.
Thdoreme XV. Les 1 .2 .3 . . . n=N points qu'on obtient en permutant
de toutes les manieres possibles les indices 1, 2, 3 ; . . . , n des eoordonndes d'un
point S, dans l'espace R,,_,, et qui forment un groupe (So)N, sont situes deux
a deux sur 3 .4 . . . n =
2
droites, qui passent par un quelconque des points
Poik) . Les deux points sur une de ces droites sont divises harmoniquement par
Pik) et par lespaceo
b) Voyons maintenant une substitution de la forme (12) (34) .




. . . yn .
Pour cette substitution tous les points de la droite Pop' Pa° et tous les points
de Fespace a n-3 dimensions II`np' g, II;1,'_' 2 restent fixes. En effet, chaque point
de la droite Pop' Po ' a ses coordonnees de la forme
1, ---1, 0, 0
oti a est un parametre. Cela a lieu aussi pour chaque point do 1'espace IIri ;'$H`n±'2,
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qui est donne par les deux equations
x,-x2 =O,
x3-x4=0
c'est a dire que noun avons une involution de 2e espace (n . ° 3). Les NN points du
groupe (SO)N soot done situes deux a deux sur
N
droites, qui rencontrent la
(12) (34) .--_ (12)(341
S (II) (341 (12)(34)
mite Po Po
-Pi
et 1 espace II n_2II„_i-IIii_ 3 . Or le nombre des drones
P 1 , qui passent par le point P 12) est
(n--2 2)(n-3)
it y en a en tout
n(n- 1)(n23 2)(n - 3)
;
done :
Theorame XVI. Les ' Z(	
2




(7 ') (oia a, a sont quatre indices diff'erents de la serie 1,
2, . . . n), qui contiennent les deux points P ( 'P ), P' 3) . De meme les ess paces
IIntk determinent
n(n-1)(n23 2)(n-3)
espaces II(" ) ( 7°), ou se rencontrent les
deux espaces II("21,
Theorame XVII. Les N points du groupe (S0 )N sont situes deux a deux
sur
2







Les deux points sur une des N droites sont divises harmoniquement
par la droite P
1
et par l' espace
nn- .,-
c) Il est evident que 1' on peut faire des considerations analogues pour
la substitution (12) (34) (56) ; passons neanmoins immediatement a la substi-
tution de la forme
(12) (34) . . . (m -1, m)
ou m est naturellement un nombre pair plus petit ou egal a n, si n est pair .
Du point
y1, Y2 ) y3, y4,
. . .,
ym_i, ym)
y„,+1) . . .,
yn
on passe au point














. . ., Po - , que je designe par le symbole
(42)
,„ _1
(34) . . .
, se transfor-
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ment en eux-memes, ainsi que les points de 1' espace, oh se rencontre les '
espaces IIn2' 2j . . . II2"` aPour trouver le nombre des plans PQ Y'
l34 '
S5 ', it suffit
de separer les indices 1234 des restants 5, 6 7 . . . ) n.
Or, avec ceux-ci on pout former •
(n- 4)(n - 5)
combinaisons de deux indices,
et si nous les combinons aver (12) (34) nous obtenons
(n-4)(n-5)
plans PQ ,
qui ont la droite 2 (34) commune. Si l'on fait la meme chose pour toutes les
Wit- 1)(n- 2)(11-3)






. En continuant ainsi on arrive a cette deduction,
que le nombre des espaces P. et des espaces II est
G-, n-a-s
n(n- 1)(n-~rt-4- 1)
2+' .3 .4 . . .'yz
2
si n = m = 2 t it en rCsulte que le nombre des espaces Pt_,, IIt_, est
t(t+1)(t+2) . . .(2t-1)
2t-i	
Done
Theoreme XVIII. Les	21) points PoP
(R
) determinent






espaces P(ap) (-i~> sont m indices de la serie 123 . . . n) qui
i
-t
passent par les points Po
a
p>, Po-1°~, . . ., Poµv) . On a un eyal nombre d'espaees
II(aN1(~d1 ( ->, determines par l'intersection des
na
espaces et qui
sont les polaires des premiers par rapport a la surface S,',-2 =0.
Si n = 2 t on a
t (t -1-1)2._ (2 t -1)
espaces Ptz~~ ( Tz~ (a, a, . . . r, sont iden-
tiques a l'ordre pres aux indices 1, 2, . . . n) et un eyal nombre d'espaces
~~a1) . . .(rz)
Annali di Matematica, tomo XI . 17
126
	
V e r o n e s e : Interpretations geometri ques
Nous voyons que les espaces
v ;l
x T - x~ = IIn`0 = 0
passent par les points P'oo~°'. . .P'o ~, done :
Theoreme XIX. Les espaces sont determines par les points
P' (-~), P'o-/`), . . . , P ' (T ~) .
Theoreme XX. Les N points du groupe (S O )y sont situes, deux a deux sur
N droites qui reneontrent deux espaces correspondents quelconques P-m._ 1 , IM._~ .
Les deux points d' une de ces droites sent divises harmoniquement par les deuxx
espaces .
De ce qui precede on tire aussi la deduction suivante
Tlaforeme XXI. Les points Poik) sent situes dans l'espace unite I xi = 0 et,
en consequence, 3 a 3 sur les 't( 'Z~)3
a
- 2) droites d'intersection de cet espace




plans et 10 a 10 sur
n(n-1)(n-2)(n-3) (n-4)
espaces a trois dimensions, etc .
Les 6 points d' un tel plan sont les sommets d' un quadrilatere et les 10
points d'un tel espace a trois dimensions sont les sommets d'un pentaedre .
Les points Potk) et P'oik) d' une quelconque des faces planes de la pyramide
fondamentale sont les sommets d'un quadrilatere, et ceux d'une quelconque des
faces a trois dimensions forment trois tetraedres d' un systeme desmique (*) .




de ces quadrilateres et
n(n- 1)(n- 2) (n -
3)
de
L .3 2 .3 .4




1.0 . a) Nous considerons d' abord une substitution cyclique de tons les n
indices, par exemple
(123 . . .n) .
(+) Voir A . : Sopra alcune notevoli eonfiguruzioni, etc . 1 . c .
Or, ces points forwent un cycle projectif (n .° 5) ou, en d' autres termes, la
substitution (1234 . . .n) donne une homographie cyclique d'ordre n . En effet,
les points doubles de 1'homographie donnee par la substitution (123 . . . n) sont
evidemment les n points
1,
	











r n , rn , rn , . . ., rn , 1
ou rn est une racine n' primitive do l'unite. Nous voyons qu'il y a dans
chaque ligne verticale et daps chaque ligne horizontale de (2) toutes les ra-
cines
nmes
de 1' unite . Mais les n points (2) d' apres le numero 5 forment un
cycle projectif de n points par rapport 4, la pyramide fondamentale, situe sur
une courbe rationnelle W de (n-1)"" ordre ; donc les faces 'a n - 2 dimen-









. . .- X,-
0
't - 'r7a xST-j- rn
-2 x2+rnr_3 x
3 xn= 0 .~..• • •-~-
On voit aussi que le cycle (2) est polaire du cycle (3) par rapport h la sur-
face Si_ 2 (n.° 7) . Si nous calculons les coordonnees des n points (1) par rap-
port a la pyramide (3), nous voyons qu' elles soot precisement de la forme
Y 'I' Y ' 2 ,
.
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Du point y,,
y2, y3, . . ., yn
on obtient les n - 1 autres points
y
2y3 y, . . .y,
(1)
y4YIY2
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ce qu' it fallait demontrer. Done
Theoreme XXII. Les points doubles de l' homographie donnee par une
substitution cyclique de tous les n indices par ex . (1234 . . . n) forment un
cycle projecti f de n points par rapport a la pyramide fondamentale, cycle qui
est situe sur une courbe rationnelle W de (n- I)- ordre .
Theoreme XXIII. Ides n points qu'on obtient en partant d'un point S,
et operant sur ce point la substitution cyclique (123 . . . n) forment aussi un
cycle projecti f par rapport a la pyramide des points doubles . Ces points sont
situCs sur une courbe rationnelle W de (n --1)- ordre .
Les N points du groupe (So)N forment N cycles projectifs, qui correspon-
dent a la substitution (12 3 . . . n) .
Or, les points de la forme (2), qui ont pour coordonnees les differentes puis-
sances d' une racine primitive nme de 1' unite (mod n) sont en tout
n
. J'appelle
(r 7,) le groupe qu'ils forment .
Dans le groupe total des substitutions de n lettres it y en a
-
de cycli-
ques, qui contiennent tous les n indices .
On sait que la 1-4
me
puissance d' une substitution S cyclique de 1' ordre n est
aussi une substitution cyclique si
tt
est premier avec n . Si n est premier it
est clair que toutes les puissances de S sont des substitutions cycliques . Si n
n' est pas premier, supposons que C represente la quantite des hombres pre-
miers aver n .
Dans le premier cas on voit quo les
n
substitutions cycliques du groupe total
determinent
N







substitutions cycliques du groupe total des subs-
titutions de n lettres donnent lieu a
2N
homographies cycliques, si n est
premier, et - si n n'est pas premier . Les points doubles de ces homographies
sont n-1 points du groupe (r,,) et le point unite. Ces points forment un cycle
projectif d'ordre n par rapport a la pyramide fondamentale, situe sur une
courbe rationnelle W du (n -1)iIIe ordre .
Theoreme XXV. Les N points du groupe (S °)N forment de n ou de
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N manieres differentes N cycles projectifs de n points, chaque cycle dtant
situ,' sur une courbe rationnelle W de (n-1)'° ordre.
b) Nous allons maintenant nous occuper des substitutions cycliques, qui
contiennent moins de n indices, par exemple :
(1, 2, 3, . . ., s) of s<n.
Du point
y1, y2,
y 3 , . . ., YS) ys+,, . . .,
yn











yS+i, . . .,
b n





= 0, . . . xn = 0
de la pyramide fondamentale sur la face opposee A S_,, on obtient sur celle-ci
un cycle projectif do s points. On a done une homographie (*) cyclique d'ordre
s autour de l'espace An-S_4. Les espaces doubles de cette homographie sont
les espaces Rn_, qui passent par An-,-, et par les s points suivants
1, . . . 1, 1, 0, . . ., 0
r~, . .r r
3-1
,
1, 0, . . ., 0
r;, . . . rs-$ , 1, 0, . . ., 0
rs 2, . . . r8, 1, 0, . . ., 0 .
(1)
(2)
Les s- 1 derniers points de (2) sont situes sur 1'espace unitd I xi = 0 et sur
1' espace A S_, . On obtient done dans cet espace une homographie cyclique
d' ordre s .
Thdoreme XXVI. Une substitution cyclique de s<n indices donne une
homographie cyclique d'ordre s autour d'une des faces A n-,-, de la pyramide
fondamentale. Les s espaces doubles Rn_s de cette homographie passent par
(*) De meme quo Bans l'espace R, on pout avoir autour dune droite des faisceaux do
plans projectifs, de memo dans l'espace R„_, on pent avoir autour d'un ospace, par ex .
R„_,_, des systemes projectifs s-1 fois infinis .
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An-8_1, par le point unite et respeetivement par s-1 points, situes Bans la
face A s_, opposde a
An-,-,,
dont les s eoordonnees, de'signdes par les indices
de la substitution, sont les di ffdrentes racines
snores
de l'unite
Par ce qui precede, en posant 1 .2 .3 . . . s = S, on a
Theoreme XXVII. Autour d'une face An-,-, quelconque de la pyramide
fondamentale on a
s
, si s est un nombre premier, ou bien
s
~, homographies
cycliques d'ordre s, ou C' indique la quantite des nombres premiers avec s,
et plus petits que s .
§ 4 .
Theorbmes generanx sur les groupes
qu' on obtient en permntant moans de n indices .
11 . Du numero precedent b) nous concluons qu' it y a (n-2) espe'ces
d' homographies cycliques, respectivement de l' ordre n, n -1, etc. 3. Or it est
clair que Bans toute la figure it y a
n(n- 1) ('Z - s)
points, dont les s coor-
	~ .~ . . . s
donnees sont les differentes racines s72e3 de l' unite et dont les autres n - s
soot egales 4 zero . Je dis que ces points forrnent un groupe (r e) . On voit fa-






Theoreme XXVIII. Tous les points des n-2 groupes rs sont situes Bans
l'espace unite Yx, = 0 .
12. Si l'on permute seulement s coordonnees d'un point S 0 , par exemple
les s premieres, on obtient 1 .2 .3 . . . s = S autres points, qui form ent un groupe
(S0), special. Je dis que ces S points soot situes sur un espace Il suffit
do demontrer ce theoreme pour s = n -1, et nous pourrons le demontrer en-
suite pour s quelconque .
En effet, faisons passer par le point
y+,
yz , . . .,
Yn
et par l' espace Rn_3, oiu se rencontrent les deux espaces z x j = 0, xn = 0, un
de la Work des substitutions de n lettres, etc.
	
131
espace Rn_2, dont l'equation pent se mettre sous la forme






-1- xn _, -- xn = O .
n
(1)
On voit que si l'on permute toutes les n-1 coordonnees y,, Y
27
. . ., yn _, on
obtient 1 .2 .3 . . . n -1 points situes daps l'espace (1) . Les espaces ,-x= = 0 et
xn = 0 passent par les points du groupe (rn,_,), qui ont la derniere coordonnee
nulle ; ces points scront done aussi situes en (1) .
Les 1-2-3---(n-I)=
N
points (So), situes dans I' espace (1) forment un






sur n -1 espaces R,1_
3 ,
qui passeront par l' inter-
section de l' espace unite et de xn = 0 aver une autre face quelconque xk = 0
de la pyramide fondamentale . Le groupe de n(1N
1)
points Bans un tel espace
Rn_3 depend aussi des permutations de n--2 indices . Les N points du groupe




daps n (n --1) espaces Rn,_3 , qui passent par 1' intersection de deux faces xn = 0
x7,= O aver l' espace I xi = 0 .
La loi est evidente, done
ThMoreme XXIX. Si l'on permute s coordonnees d'un point S o , par exemple
les s premieres, les (s+1)~+ 2 ~ -
L
points, qui en resultent et qui appar-
tiennent au groupe total (S 0)N, sont situds sur un espace Rs_, . Cet espace passe
par l' intersection de l' espace unitd I x;, = 0 et les n - s faces
xs+{=0, xs+2=0, . . . xn --0









points forment un groupe (S,),, qui depend des per-
mutations de s indices et auquel s' appliquent les the'oremes dgnnes pour s = n .
Theoreme XXX. Les N points du groupe (S,)N forment (s + 1) (s + 2) . . . n
groupes (S0),, situes respectivement sur (s + 1) (s + 2) n espaces
RS-1 )
et qui
passent par l'espaee B,-,, donnd par
I xz = 0, xs+ , = 0,
xR.Ps
= 0 , . . . xn = 0 .
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avec les N points de (S0)N .
Corollaire I. Les N points de (S0 )N forment 4 .5 . . . n groupes (80 ) 6 de
6 points situes respectivement sur 4 .5 . . . n plans B,, passant par la droite oic
se rencontrent les espaces
lxi=0, x,=0, x5=0, . . . xn =0.




Corollaire II. Les N points de (S0 )N forment 5-6 . • • n groupes (S0 ) 2 , de
24 points situds respectivement sur 5 .6 . . . n espaces R 3, qui passent par le
plan, oiu se rencontrent les espaces
Ixt=0, x5 =0, xs
=0, . . ., X. := 0 .
On a en tout 5 .6 • n •




Representation des groupes do substitutions .
13. On sait, par la theorie des substitutions, qu' un groupe quelconque des
substitutions de n lettres peut etre toujours represente par une fonction et vi-
ceversa (*) . Soit F une fonction qui represente un groupe A des substitutions
des n lettres x,, x,, . . . x,, d' ordre m. En posant
F=0
on a une surface, qui represente geometriquement seulement le groupe A, ou
bien un groupe B de l' ordre m', qui contient A. Le second cas arrive toujours
iorsqu' it y a des substitutions T, qui operees sur la fonction F la cbangent de
signe sans changer pourtant sa valeur absolue . Si ces substitutions n'existent
pas, la surface (1) represente seulement le groupe A ; si elles existent, it faudra
ajouter h F une fonction F' symetrique des n lettres x,, . . ., x,, A une seule
(*)
.JORDAN
: Thiorie des substitutions, § 5, gag. 50; oe theorime eat d{1 A CAUCHY.
(1)




representera le soul groupe A .
Si nous considerons maintenant m fonctions semblables, c' eat a dire m fonc-
tions qui representent le meme groupe A de substitutions, en les dgalant a
zero et en considerant 1' intersection des surfaces, representees par ces equations,
nous obtiendrons une surface a n - m -1 dimensions, qui repra sentera le meme
groupe A .
Cette surface pourra se reduire a une courbe, ou bien a un certain nombre
de points. Done :
Theloreme XXXI. Chaque groupe de substitutions peut et re represents par
une surface a n - 2, n - 3, . . ., 2 dimensions, ou par une courbe, ou bien aussi
par un certain nombre de points .
Si nous considerons m fonctions, qui no sont pas semblables, correspondant
a m groupes A('), A(2) , . . . A(m), et si nous representons geometriquement ces m
grouper par des surfaces a n-2 dimensions ; leur intersection representera un
groupe resultant de la fonction, qui est le produit des m fonctions donnees, plus
une fonction symetrique a tine seule valeur, s' it en est besoin .
On a aussi
Theoreme XXXII Pour chaque groupe A de substitutions d'ordre p on
obtient d'un point S Q un groupe de p points (S,)'p . Avec toes les N points du







substitutions paires nous donne deux grouper (So)N, (S0)g,
tres interessants . Si nous operons sur un point quelconque d' un de ces deux
groupes une substitution impaire, on obtient un point du second groupe . Si
cette substitution est de la forme (a p) (y ~) . . . (~ v), ob le hombre des transposi-
tions est impair et en outre si ces transpositions contiennent des lettres dif-
ferentes, nous obtenons par exemple au moyen du point S o de (So)N un point
A
S'o du groupe (So)N . Les deux points So , S', sont alors situds sur une droite
2
qui coupe 1'espace P(ak)(7°) - •( µv) et 1'espace correspondant TI(-P)(7 6) • . . (r-Y), e'est
a dire les espaces fondamentaux de l' involution donnee par la substitution
(a[3)(' ) . . .(~') . Si la substitution est de la forme (a() les deux points So S'o
Annali di Matematica, tomo XI . 18
de la thcorie des substitutions de n lettres, etc . 133
134
	
Veronese . Interpretations gEometriques
soot situes sur une droite passant par le point Pox ), et les points S~ S', sont
divises harmoniquement par le point P~ °` ,3) et par 1' espace ll ; P( 'g ) et II('
Rant le centre et 1' espace de 1' involution donnee par la substitution (a~), done
Theoreme XXXIII. Pour le groupe des 2 substitutions paires le groupe
(S0)N , qui provient d'un point quelconque SS, se decompose en deux pyramides
de
N
sommets (S0)N, (SS)N . Ces deux pyramides sont homologiques de
n(n~ 1)
2




points Poi k) et les espaces correspondants 1T
etant centres et espaces d' homologie .
Deux sommets des deux pyramides, situes sur une droite passant par Potk),
sont divises harmoniquement par ce point et par l'espaee correspondant IInik2 .
Si l' on applique a un point quelconque d' une des deux pyramides une substi-
tution impaire on obtient un point de l' autre .
14 . Nous etudierons maintenant les surfaces a n-2 dimensions qui re-
presentent le groupe total .
La surface la plus simple h n - 2 dimensions qui represente le groupe total
est 1' espace unite
Ixi=0. (1)
Nous avons ensuite les surfaces
Y-x%=0, 2xixk=0 . (2)
11 est clair que cbaque surface du 2 1 degre h n -- 2 dimensions qui represente
le groupe total appartient au faisceau
IXi+AIxixk=0. (3)
Si nous determinons la surface de (3) qui passe par un point queleonque So
on voit qu' elle passera aussi par tous les points du groupe En outre, it
est clair que les surfaces du faisceau (3) se touchent suivant une surface du
2 1 degre h n - 3 dimensions
S2n_3,
situee dans 1' espace unite. Done :
Theoreme XXXIV. Un groupe quelconque (SS )Y de N points est situe sur
une surface du 2d degre a n -- 2 dimensions
S',-3 du faisceau
lxi+Xlxixk=0.
Toutes les surfaces du faisceau se touchent suivant une surface du 2d degre
a n-3 dimensions Sn_3 j situee dans 1' espace
Ixi=0.
Ces surfaces ont le meme cone tangent a n - 2 dimensions, qui a pour sommet
le point unite; elles passent par toes les points de tout groupe (r s), of s vane
de 3 a n .




on voit que chaque surface du 3m° ordre a n-2 dimensions, qui represente le
groupe total, appartient au systeme doublement infini
Ix11
+1IXQxk+tt 7,xixkxl=0 .
Si nous voulons trouver quel systeme forme toutes les surfaces h n-2 dimen-
sions et d' ordre p (oh
p >
n), qui representent le groupe total, pour determiner
les dimensions de la variete (Mannifaltigkeit) qu' elles constituent, it faudra re-
presenter le nombre p de toutes les manieres possibles par la somme de n
nombres entiers 0, 1, 2, . . . p. Or, un cas encore plus general a ete traite par
BRIOSCHI (*) . Ce nombre Cp , dent le calcul se simplifie daps le cas actuel, nous
donne par consequent les dimensions de la variete, que nous cherchons . Nous




f,+ . . . .+ .XCP '= 0
ou on a par exemple si p est <n
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f1 =2xp, f2=lxp-'x	fe = I X, X' . . .
XP
si p est = n le dernier terme sera
fa










Theoreme XXX V. Cp- 1 groupes (S' °)N , . . . (SoP-I)N, qui correspondent a
Cp - 1 points quelconques de t' espace R, i _, , sont a une surface de la variete
(*) Voir FAA Di BRUNO : Theorie de Formes binaires, pag . 153 . 11 donne le Lemme sni-
vant : Le nombre de manieres dont un nombre p pent acre forme par Ia somme de r nom-
bres entiers 0, 1, 2
)
. . ., n est egal an coefficient CP du terme xpz' daps le developpement
de la fonotion z =	
I
(1-z) (1-xz) . . . (1-x'z)'
Pour notre cas, it faut poser r __= n, n = p. Ce coefficient CP pent etre represents par un
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sont des surfaces de pme ordre qui n'appartiennent pas a
une variete de dimensions moindre, et qui representent le groupe total .
15. Nous avons vu quo si l'on permute seulement s coordonnees, on ob-
tient d'un point S, un groupe (S0 )S du groupe total (S 0 )N . Ce groupe est situe
dans un espace R3 _ 1 (n .° 12) et it correspond aussi aux permutations de s in-
dices. Done le groupe (S
0)s sera situe aussi sur une surface du 2' degre a s - 2
dimensions, qui n'est autre chose, quo 1'intersection de R 3_ 1 avec la surface du
2s degre a n-2 dimensions, determinee par le groupe (S 0)N . Done :
Theoreme XXXVI. Les (s + 1) (s + 2) . .
. n
n (it- 1) (n - s -}-1)
groupes
2-3 s
(S0)s (Theor. XXX), qu'on peut former avec les N points du groupe (S0) ,
sort respectivement situes en autant de surfaces du 2d degre et a 8-2 di-
mensions .
Corollaire I. Les 4 .5 . .
. n
. n(9z -1) (n- 2)
groupes (S,), de 6 points sont
2 .3
situes en autant de sections coniques .






points sont situes respectivement en autant de surfaces de 2d degre et a deux
dimensions .
N'allons pas plus loin dans cette theorie ; ce que nous en avons dit suffira
pour le cas de 6 lettres que nous avons 4 considerer .
§ 6
.
Projections sur un espace a trois dimensions et sur un plan .
16. Soient donnes it points quelconques d' un plan S, dans Rn_ 1 j qui ne
soient pas situes sur une droite, et projetons-les par un espace
S,,_4,
qui ne
coupe pas S2 . On obtient autour do l' espace Sn_, n espaces S.-3,
qui ne sont
pas situes dans un memo espace Rit _ 2 . On pourra done choisir d' une infinite
de manieres dans ces n espaces n points tels qu' ils soient situes dans 1' espace
R,4, sans etre situes dans un espace do dimensions moindre, Ces n points for-
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ment une pyramide en R._1, la plus simple qui existe dans R n_, ; on pout done
regarder les n points donnes du plan S 2 comme la projection des n sommets
d' une infinite de pyramides en Rn _, . Et reciproquement, d' une telle pyramide
on pourra obtenir par projection toutes les especes de configurations de n ou
bien moins de n points sur le plan (*) . On voit que ce meme raisonnement
peut etre applique au cas d' une configuration de n points dans 1' espace a trois
ou h plus de trois dimensions . Done :
Theoreme XXXVII Rune pyramide fondamentale de n sommets de l'es-
pace Rn _ 1 on pent par projection obtenir toutes les especes de pyramides ou
polygones de n ou moins de n sommets de l'espaee 4 trois ou 4 plus de trois
dimensions et du plan (1 ) .
PROJECTIONS DES GRODPES
PRiCADENTS SUR UN ESPACE SS .
17. Projetons maintenant les figures que nous avons etudi4es en
dans les paragraphes precedents, par un espace S,z _, sur un espace quelconque
S3 , qui ne coupe Sn,_, en aucun point . Si 1' espace Sn_5 est quelconque, la py-
ramide fondamentale sera projeiee en S, sur une pyramide ,A,',
sAo ' ~ • • •
A(n)
gendrale .
Si l' on projette les groupes projectifs d' un nombre infini de points (n .° 4)
on obtient en S3 des groupes (P) analogues, mais qui ne sont plus projectifs,
car pour les groupes projectifs daps 1' espace a trois dimensions la pyramide
fondamentale des points doubles doit se reduire h un tetraedre . On voit done
que les groupes (P) sont une generalisation des groupes projectifs de 1'espace
h trois dimensions par rapport h une pyramide de n sommets . Its sont situes
sur des courbes transcendantes ou algebriques W, qui soot les projections des
courbes correspondantes dans 1' espace R,,-, . Ces courbes W' sont aussi une
generalisation des courbes W de 1' espace A trois dimensions.
Le groupe (y),,,,«-' sera projete en un groupe
,(y),n .-t de S3 . Le nombre des
faces A,--, de la pyramide fondamentale en Rn _, est
'z	
(n -1) .- .(n-s+
1)
2-3---s
done du theoreme VI it rdsulte que
Theoreme XXXVIII. Les points {(y),n.-' (n = 21 ou n = 2 t -{-1) sont 8i-
Ws m a m sur mn-2 -
n(n-1) (n --- s + 1)
droites, oic S=1
)
2, 3 1 . . . t .
: •3 • • • s
(M) Nous disons que deux configurations de m points dans nn espace gnelconque sent de
la meme espice, quand lea m points ont la mAme disposition dans les deug configurations .
(1
) Voir le th4oreme ggneral sur lea configurations que j' ai donn6 dans mon Memoire
des Math . Annalen, p. 177.
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Et si l' on pose dans le tbeoreme VI s =1, 2 on obtient
Theoreme XXXIX. Les mn-1 points du groupe ,(y),n sont situes m
a
m sur mn-2 droites passant par un quelconque des sommets ,A' de la pyra-
mide dons S3 . Its sont situes aussi m a m sur
mn-2
droites, qui rencontrent
une quelconque des ' t ( 'z 2 1) aretes de cette pyramide .
Et du theoreme VII on deduit :
Il y a un certain nombre (qui ne doit pas etre difficile a determiner) de
systemes de mn-2 cycles de m points situe's sur des courbes algebriques W' .
Si m est egal a n, les courbes W' sont des courbes rationnelles de (n-1)me
ordre .
Les courbes W daps Rn_, ont toutes leurs singularit6s sur les sommets, sur
les aretes, etc. de la pyramide fondamentale ; les courbes W' auront les memes
singularites et en outre celles qui derivent de la projection meme . Dans men
MQmoire des Math. Annalen h la page 208 j' ai demontre que, d' une courbe
rationnelle de (n-1)me ordre daps Rn_, on peut obtenir par projection toutes
les especes de courbes rationnelles de (n-1)me ordre, ou d'ordre moindre, du
plan et de l' espace a trois dimensions . On voit donc que t' on pout construire
sur chaque courbe rationnelle du plan et de l' espace a trois dimensions des
cycles de n points analogues a ceux que nous venons de trouver .
48. Des theoremes XIII, XVI, XXI on a :

















oic les deux points P" 11)oints , 0
ik>
,P'oik) divisent harmoniquement les deux sommets ,A(i), ,Aok 0 . De meme, les droites
P IxP) (v) donnent par projection des droites ,P("fi) 0 6), qui passent par les points
1p0~ ,P(7 ) .
Les points P
(
ik) sont situes 3 a 3 sur
n(n	
2 )3n-2)
droites, 6 a 6 sur
n (n -1) (9L - 2) (n`-- - 3)





sur tire face plane de la pyramide fondamentale sont
les sommets d'un quadrilatcre, et ceux qui sont situes sur les 6 aretes d'un
tetraedre de la pyramide forment un systeme desmique . Its forment done en
tout
n (n -1) (n- 2) (n- 3)
systemes desmiques .
2 .3 .4
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Des theoremes XV, XVII, XXV on d4duit :
Theoreme XLI En projetant un groupe quelconque (S O )N de Rn_, sur S3
on obtient un groupe de 1 .2 . . . n = N points ,(&)N dans S3 , qui sort situes
deux a deux sur
2
droites passant par un quelconque des points PoW. Its
sont situes aussi deux h deux sur
2
droites, qui coupent une quelconque des






cycles de n points, situes respectivement sur des courbes W' rationnelles
du (n - 1)me ordre .
Des corollaires I et II (n .° 16) on tire :




groupes ,(S,), de 6 points situes sur un egal nombre de coniques, dont les plans





faces de la pyramide 1 A"', . . . A,(,4) de S, .




groupes de 4 (S,),, de 24 points situes en autant de surfaces du 2d degri en S,, .
Et des theoremes XXXII, XXXIII .
Theoreme XLIV. Pour chaque groupe de substitutions A d'ordre p on




groupes ,(S,),, ou m=1, 2, . . . -
Theoreme XLV. Le groupe ,(S o )N se decompose en deux pyramides de
2




droites passant par un point ,(P,)O quelconque .
Or h l' aide du theoreme XXXVII on a :
Theoreme XLVI. Pour chaque pyramide de n ou moins de n sommets
dans l'espaee h trois dimensions on obtient des configurations analogues a la
precedente, que nous appelons de meme classe .
Si nous projetons, par ex ., par un espace S,_ 5 passant par le point Po", ii
est clair que la pyramide fondamentale Bans R,,_, sera projet6e en Sa suivant
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une pyramide de n -1 sommets, parce que S,,-, et les deux points A "' All' sont
situes dans un espace S,z_,, qui rencontre S 3 en un soul point. En outre on
voit aussi que les N points d'un groupe (So)v seront projetes en
N
points ;
puisque les N points sont situes deux a deux sur
2
droites passant par le
point Po 41 .
Si l'espace Sn_5 est situe dans l'espace unite Exi = 0, les points de cot espace
seront projetes en S3 sur le plan E 2 d' intersection de l xi = 0 avec S3 . Et du
theoreme XXVIII on aura que tons les points i (r,) (oii s = 2, 3 -
,
. . . n) seront
situes sur le plan E2 .
PROJECTIONS SUR UN PLAN S2 .
19. Nous devons projeter la figure par un espace Sn_,, chaque point P,
de la figure projetee par Sn_, donne un espace Sn_,, qui rencontre S2 en un
point ,P0 , qui est la projection du premier point sur S2 .
Je ne veux citer que les theoremes les plus interessants, les autres se de-
duisant de la meme manibre .
Theoreme XLVII. Les n sommets de la pyramide fondamentale Aa', . . .,
An dans Rn _, sont projetes en general par Sn_, sur S2 en n sommets ,Ao>, . . .,
2Ao
> d'un polygone general . De meme les points Poik) , P'oik> sont projetes en






oints P 0 ), (Po
)'(tk )
g p	 2	2 2 divisant harmoniquement les
deux sommets 2A',') , A
0
") du polygone .














qui donnent lieu .
n('z-1)(ia3.42)(n-3)
systemes desmiques de quadrila-
teres (') .
Theoreme XLVIII. Les N points d'un groupe quelconque (SO )N de Rn_i
se projettent en N points d'un groupe 2(S,)N sur le plan S2 , qui sont situes
deux a deux sur
2
droites passant par un quelconque des points
2P(ik)
( 3 ) Voir A . : Sopra attune notevoli con fig . 1 . c., Mew. 11, Parte If .
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Theoreme XLIX. Les N points d' un groupe 2(S,)N forment 4 .5 . . . n -
it (n -1) (n - 2)
groupes 2(S.), de 6 points situes sur un egal nombre de coni-
2 .3
ques en ~, .
Du theoreme XXXVII nous obtenons :
Theoreme L. Pour chaque poly gone de n ou moins de n sommets du plan
S2 on obtient des configurations speciales de meme classe et desquelles resul-
tent des theoremes analogues aux precedents .
Application anx courbes et aux surfaces
daps 1' espace 4 3 dimensions et sur le plan .
20. Si nous considerons maintenant une surface F quelconque dans Fe-
space a trois dimensions du mme ordre, nous savons qu' elle est determinee par
(r -{- 1) (7n -±- 2) (7n + 3) - 1
points . Or en posant
2 .3




Ces n points, que nous designons par ,A0', . . ., A0 , sont toujours la projection
des n sommets d' une infinite de pyramides fondamentales dans 1' espace R,,_,
(u.° 17). Soit donnee une de ces pyramides, par exemple A",-, A
0
( 4) ; alors par
les substitutions de n lettres nous obtiendrons pour cette pyramide les groupes,
que nous aeons etudies, dans les paragraphes precedents, par lesquels la py-
ramide fondamentale reste inalteree. En projetant ses n sommets sur les n
points donnes ,Ao', . . . Aon) situes sur la surface F, on obtient aussi pour ces
points des configurations analogues
a
celles que nous venons de trouver, et qui
sont une simple expression geometrique des groupes des substitutions de n lettres .
La memo chose a evidemment lieu pour les courbes situees dans l'espace
R3 ou bien sur le plan . Mais je remarque que en prenant sur chaque courbe
ou sur chaque surface un nombre n' quelconque de points, (n' n), on a des
configurations pour les n' points de la courbe et de la surface, qui correspon-
dent 4, la theorie des substitutions de n' lettres .
21 . On peut regarder les n lettres x,, x2 , . . ., x, comme les parametres
homogenes qui determinent une surface du mme ordre, car nous savons que
Annali di Matematica, tomo XT. 19
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toutes les surfaces dans R3 du mme ordre constituent une variete n-1 fois








ob f„ fe , . • •, fn soot n surfaces tout a fait arbitraires et qui ne dependent pas
les unes des autres .
En permutant les parametres x,, x2 , . . ., xn , comme nous l'avons fait pour
les n coordonnees d'un point dans l'espace Rn_,, on obtient d'une surface quel-
conque 1 •2 .3 . n = N surfaces du m"2e ordre, qui donnent aussi une inter-
pretation geometrique des substitutions de n lettres .
Gela a lieu aussi evidemment pour chaque courbe du m- ordre sur le plan .
Si dans la variete (1) on pose x, = x Q = . . . = xn=1 on voit quo la surface
fib._ f2
+
. . . .+ fn =o
se transforms en elle-meme . Elle represente done la surface fondamentale de
ces configurations .
Quoique dans ce chapitre nous n' ayons pas pane de 1' Hexagramme mystique,
on s' apercoit facilement que les proprietes que nous avons donnees servent de
base pour traiter la question ; comme nous le verrons dans les chapitres sui-
vants. Nous montrerons ensuite, que les groupes des droites de PASCAL, des
points de KIRKMAN, des six figures H, etc
. donnent une expression geometrique
particuliere, bien simple et elegante des proprietes des groupes des substitu-
tions de 6 lettres . Les figures que nous trouverons et qui representent les
memos groupes de 6 lettres nous conduirent a une extension necessaire des
groupes qui correspondent a l'Hexagramme mystique .
CHAPITRE II .
PREMIERE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES GROUPES DES SUBSTITUTIONS
DE SIX LETTRES EN RELATION AVEC LES GROUPES DE L'HEXAGRA MMF, MYSTIQUE
DANS LES ESPACES A 5, 4, 3 DIMENSIONS ET DANS LE PLAN .
§ 1 .
Gronpes prinelpaux de 1' liexagramme .
Emplot d' une notation nouvelle .
22. Pour traiter la question par rapport aux espaces h 5, 4, 3 dimen-
sions et au plan, it faut que je donne d' abord un resume des grouper princi-
paux de l'hexagramme . Je les emprunte a mon travail de 1877 ; cependant
j' aurai recours ici a une notation nouvelle plus simple et plus conforme h la
theorie des substitutions de six lettres .
Soient done donnes 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 fondamentaux d' une conique
sur un plan. En joignant les 6 points deux h deux on obtient 15 droites, qu'on
appelle les 15 totes de I' hexagramme . Ces 15 totes se rencontrent deux h deux,
en dehors des 6 points fondamentaux, en 45 points P, qu' on designe par le
symbole Pik, a-,,,,, oh i, k, 1, m sont quatre indices quelconques de la serie 1,
2,3,4,5,6.
On pout former avec les 6 points fondamentaux 15 triangles
	
dont les
totes contiennent tour les 6 points .
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Nous verrons plus loin quelle est la signification des deux indices aR des
triangles A,,p
DROITES DE PASCAL .
23. Avec les 6 points de la conique fondamentale (ou bien avec 6 lettres)
on obtient 720 permutations qui correspondent 12 h 12 aux 60 hexagones de
l'hexagramme, ou bien aux 60 droites de PASCAL .
Si l'on considere, par exemple, I' hexagone 123456, ses totes soot 12, 45,
23, 56, 34, 61, et les trois points P
,, .45, P23 .56, P34 .6i
soot situes sur la droite
de PASCAL de l' hexagone 123456. Si l' on opere sur cot hexagone les deux
substitutions cycliques inverses (123456) et (654321) on voit que la droite
de PASCAL reste fixe. On peut representer la droite de PASCAL de l' hexagone
123456 par le symbole
(*) A., Nuovi teoremi sull'Hex., n.0 7 .
12 34 56
45 61 23
- A S2 Ai3
Cost h dire que chacune des 60 droites de PASCAL de la figure peut etre re-
presentee par l'ensemble de deux triangles d aRAay .
Mais it y a un autre triangle Aa~ qui joue un role important pour la droite
de PASCAL 123456 ou bien
A12
A13 ~ c' est le triangle 14-25-36=A13- II est
clair qu'on peut indiquer toute de suite cot autre triangle lorsque 1' hexagone
ou le symbole de la droite de PASCAL est donne. J' ai appele A 23 le triangle
A a~ do la droite de PASCAL
A12 A13 (*)-
En operant la substitution (14)(25)(36) sur les triangles die , A E3 on voit
qu' ils se transforment Fun dans 1' autre, c' esta dire que la droite de PASCAL
Al2 AA3 ne change pas .
POINTS DE STEINER .
24. Si nous considerons l' hexagone 123456 et que nous laissions fixes
les indices impairs 1, 3, 5, ou bien les indices pairs 2, 4, 6, en permutant de
toutes les maniores possibles les trois restants nous aurons les deux groupes
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Lee trois droites de PASCAL des trois premiers hexagones ont lee symboles
di2Ai3, Af2A23, Ai3e23
et celles des trois autres,
Of5~56) A45e46, A46A56 .
Les trois
premieres droites se rencontrent en un point G123 de STEINER et les trois autres
se coupent au point conjugue
G456 .
Les 20 points de STEINER se divisent en dix
couples de points conjugues par rapport a la conique fondamentale (*) .
Les deux points de STEINER
G123,
G456 peuvent etre representss par un sym-
bole unique, savoir
12 34 56
45 61 23 (1)
36 52 14
Si nous regardons ce symbole comme un determinant, les termes positifs de
ce determinant contiennent respectivement les indices 1, 3, 5 ; tandis que les
termes negatifs contiennent respectivement les indices 2, 4, 6 . Cependant it est
interessant de reprssenter lee deux points de STEINER conjugues, ssparsment au




et le point conjugue par le symbole 045 4 46 456 • De ces symboles re-
sulte immsdiatement la determination des droites de PASCAL qui passent par lee
deux points de STEINER . Nous verrons bientot que les indices des triangles A ap
sont donn6s par les 6 figures H . J' appelle les triangles
Die ~i3 Q23, 045A4,0,,
les
triangles des points de STEINER G1Y3 ,
G456
(**) . Nous voyons aussi a 1' inspection
de ces symboles que le triangle A ap des trois droites de PASCAL, qui se coupent
en un point de STEINER
Gi23,
par exemple de la droite
0120i3,
est precisement
fourni par le troisieme triangle A,, du symbole du point considers G,,, . En
outre, remarquons que lee trois sommets du triangle par exemple 0 23 , sont
situes respectivement sur les trois droites de PASCAL
A45 A46, A45 A56, e46 e56
qui
passent par le point conjugue G456 . Done :
Theoreme LI. Les trois triangles Dap des trois droites de PASCAL qui pas-
sent par un point de STEINER ont leers sommets respectivement sur les trois
droites de PASCAL qui passent par le point conjugue
POINTS DE KIRKMAN.
25 . Il y a une autre maniere de permuter les 6 points fondamentaux de
maniere a ce que trois droites de PASCAL so rencontrent en un point.
(*) HESSE : Ueber das geradlinige Sechseck au f dem Hyperboloid . Journal de CRELLE,
vol. 24, p
. 40.
(**) Nuovi teoremi, etc., theor . XXII, 1 . e.
146
	
Veronese : Interpretations geometriques
Si l' on considere l' hexagone 123456 correspondent h la droite de PASCAL
Ai2, A,,,
en negligeant les 6 totes de l' hexagone it reste encore 9 totes avec
lesquels on pout former les trois hexagones
135264, 136425, 153624
qui correspondent aux trois droites 044 Ai5, z 5 AI6, 44 &(6 .
Ces trois droites se
rencontrent en un point de KIRKMAN .
Ce point pout titre aussi represents par l'ensemble de trois triangles Dap, sa-
voir DiA50i6 .
On volt toute de suite la difference qui existe entre les indices
des triangles Dad d' un point de KIRKMAN et ceux des triangles Dap d' un point
de STEINER . Dans les premiers le memo indice est repete trois fois, les autres
6tant differents ; tandis quo pour les points de STEINER on a 3 indices differents,
ehacun repete deux fois .
On appelle le point
Di40,50,6






26 . Ce sont six figures formees par 10 points de KIRKMAN et par les 10
droites correspondantes do PASCAL ; trois droites do PASCAL passant en ehacun
des dig points et trois points etant sur chacune des dix droites . Les dix points
et les dix droites sont poles et polaires par rapport h une conique .
Je donne ici un tableau des 6 figures II et j' en donnerai ensuite une nou-
























































15 3 4 6 2 =pi23
156243=p,24



































Je fais observer que les indices des droites p n'ont rien de commun avee les
indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui designent les 6 points fondamentaux, ou bien avec
ceux qui designent les 6 indices des 15 triangles A relatifs aux 6 figures II .
Ce sont seulement des indices se rapportant aux dix droites et aux dig points
d'une figure IT . Par exemple sur la droite p E45 sont situes les points de KIRMUN
K34, K35, K
45
et elle correspond au point Kf2 . Le point Kit est le pole de la
droite
p345
par rapport a la conique II de la figure a laquelle it appartient. Le
point de STEINER qui est place a tote de chaque droite de PASCAL designe pr&.
cisement le point de STEINER situe sur la droite .
Mais les proprietes des
6
figures H resultent bien plus clairement du tableau






























TABLEAU II DES 6 FIGURES
-































I . II . III .
12 ==A,, 12 .34 .56=A12 16
= Ai3




15 .23 .46 = A24 13 .24-56 = A34
13 .25 .46=0
15
16 .24 .35 = A25
15-26-34=A35
15 .24
.36=A16 13 .26 .45 = A26 12 .35 .46 = A36




On voit done par 1h que les indices des triangles Aap dependent des indices
romains des 6 figures II . En outre, on voit facilement qu'a la droite de PASCAL,
par exemple
A12A13
de la figure I, correspond le point de KIRKMAN
A14AMA16
de la memo figure, que sur la droite a12A13 soot situes les points Ai2A13A14,
A12A13A15, Q,2A,3A,6
et enfin que par le point do KIRfiMAN Ai4A15A16 passent les
trois droites
A1,A15, A,40,6, 015016 •
Il en resulte aussi qu'il n'est pas possible
avec les 5 triangles Aap d'une figure II de former le symbole d'un point de
STEINER. Ce tableau demontre egalement que les 10 droites de PASCAL d' une
figure H ne passent par aucun des sommets des 5 triangles de la figure .
Deux figures II, par ex . I et II ont le triangle A,2 commun et trois figures
par ex. I, II, III ont deux h deux les trois triangles A12, A13, A23 communs
determinant le point de STEIIfER G,23 ; tandis que les trois autres IV, V, VI
ont deux a deux les triangles A45, A46, A56 communs, qui donnent le point con-
jugue G456 .
Nous faisons observer aussi que les 6 figures II sont symdtriques par rap-
port aux 6 points fondamentaux, c' est a dire que les 120 permutations cor-
respondantes aux dix droites de PASCAL dune de ces figures sont symetriques
par rapport aux 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; en d'autres termes on ne peut faire
correspondre les 6 figures II respectivement aux 6 points fondamentaux ( 1 ) .
Les 6 figures II condensent en elles-memes toute la tlteorie de l' hexagramme.
DROITES DE CAYLEY .
27. Nous avons vu que les droites A62 t1, 3 , A12A237 A13A23
passent par le
point G,23 et que les droites A45A4a, A45056, A46A56
passent par le point con-
jugue G456 .
(1 ) M. CAPOBALI dans son travail r6eent, Bull' Esaedro completo, Atti della R. Ace, di
Napoli 1881, a trouve la belle propri6t6 qu' it existe dans l' hexagramme 6 droites qui cor-
respondent respectivement aux 6 figures II
.
III . IV. V .
14 .26 .35=A„ 13 .25-46 = A, 5 15 = 0 i6
15 = A2, 16 . = A25 13 = A26
13 .24 .56= A,, 15-26 .34 = A35 12 = A36
12 = A95 12 = A4, 16 .25 .34=A 6
16 = A,6 14 . = A56 14-23-56= A56
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Nous aeons vu aussi que ces deux points de





oh les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui y soot contenus, se rapportent aux 6 points
fondamentaux, tandis que les indices des triangles A se rapportent aux 6 fi-
gures II .
Or, considerons les deux groupes des trois points de KuucruN correspondants
aux droites de PASCAL indiquees plus haut ; ce sont
Ces deux groupes de trois points soot situes sur deux droites c
123 ,
c456 de





ne sont pas conjuguees par rapport 4 la conique fondamentale (*) .
D' apres ce qui precede on voit qu' on pent representer les droites de CAYLEY







(*) A., Nuovi teoremi, etc., n.° 6 .
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(1)
(2)
Les triangles des termes positi fs de ce determinant representent les trois
points de KIRKMAN situes sur la droite c i43 , tandis que les termes negatifs re-
presentent les trois points de KIRKMAN situes sur la droite
c456 .
En outre, je remarque qu' aucun triangle Dap du symbole (2) n' entre dans
les symboles des points correspond ants de STEINER G 1E3 , G456 , .
11
est done tres
facile, etaut donnes deux points conjugues de STEINER
G123 G456
de determiner
les symboles (2) des droites de CAYLEY correspondantes .
On voit que les indices des triangles Dap du symbole (2) et ceux du sym-
bole (1), qui represente les deux points
G123 G456,
ne sont pas les mrmes ; mais
it n' est pas possible de disposer les indices dans tous les symboles (2) de ma-
A44 A15 Ai6, ,24 A2528, A34 A$5 A38
Ai4 .24Z34, 015125035, A16A26A36 .
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niere a ce qu' ils soient identiques aux indices des symboles correspondants (1),
car cela reviendrait h faire correspondre les 6 figures II, desquelles dependent





SYSTEMES [ZZ],n (*) .
28. Nous avons vu (n.° 26) quo deux figures H, par ex. I et II, ont le
triangle 0,2 commun. Il n' y a aucune droite de PASCAL, de us deux figures,
qui passe par un quelconque des sommets du triangle A,2 . Ces figures ont les
points P suivants communs, savoir
13 .24, 14 .23, 15 .26, 35 .46, 16 .52, 36 .54 (**)
qui sont situes trois a trois sur quatre droites de PASCAL, savoir p3;5, p N, p232
pii, qui appartiennent respectivement aux quatre autres figures II . Ces droites
ont les symboles
01223) A14/24, A15A25, A16A26-
I1 y a en outre deux quadrilateres de droites de PASCAL des deux figures,
savoir
et qui se coupent deux a deux aux 12 points P situes sur les totes du triangle
A1 12 , les sommets exceptes, et en outre aux quatre points de STEINER
Gi23, G124 )
GS25 , Gl46 situes sur la droite de STEINER-PLUCKER q1 Y commune aux deux fi-
gures I, II.
Ces droites sont reprdsentees par les symboles
A12z13) L12014)
4112015) £12AI6 ;
A12 A13A14) A12A13L 15, A12A13A16) 1 12A14A15, ~12A14 4 16, A12A15A0 ; i
? • y
(2)
Q2e23A4, AItA23A25, A12023A26) A12A4A25, A12A24A267 A12A23A26
(*) ,A., Nuovi teoremi, etc., n .0 10 et suivauts .
(**) A ., ib ., n.- 5 .
A12A23~ A12L 24) A12A?52
A12A26 • (1)
Les deux quadrilateres ont done six points de KIRKMAN pour sommets, savoir
mI I I I .
C345p135P134P145
)
II II II II
P34004P135P145
qui sont donnes par les hexagones
123456, 126534, 125643, 124365 ;
125634, 123456, 124356, 126543
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Ces 12 points de KIRKMAN sont situes deux a deux sur 6 droites vS2 , qui pas-
sent respectivement par les sommets du triangle A, 2 divisant harmoniquement
ses cotes.
Par exemple les deux couples de points
A12A14A,5, Ai2A24A35 ; A12A13A14, A12A23A24
soot situes sur deux droites v i2j qui passent par le sommet 12 .34 du triangle
A 12 . Dans tout 1'hexagra.mme on a 90 droites V12 (*) .
Les trois droites v ie
A12A14A15, A12A24A25, AI2A,4A,6) A12A24A26 ; A12A15A16, A12A25A28
qui passent respectivement par les trois sommets du triangle A,2j se coupent
en un point ZiE .2 , qui correspond a la droite p"' ddterminee par les deux fi-
gures 1 et 11 (**). Je dosigne le point ZlQI. 2 par le meme symbole que la droite
P345)
c' est a dire
A,, A,3 .
En effet, nous verrons dans le paragraphe oh nous
traitorous des groupes des substitutions de six lettres, que les groupes de sub-
stitutions qui laissent inalteree la droite p' transforment le groupe (3) en lui-
311
meme ; ou, ce qui revient au meme, laissent le point Z;,I. 2 fixe .
J'ai demontrd quo les 90 droites v ie se rencontrent trois a trois en 60 points
Z, qui, comme nous venons de le voir, peuvent etre representes par les memes
symboles quo les droites de PASCAL. Ces 60 points Z2 sont situes trois a trois
sur les 20 droites do
CAYLEY ;
les trois points d' une telle droite, par exemple
c123, correspondent aux trois droites de
PASCAL passant par le point Gl2,, done
les symboles de ces trois points sont
A1,A,3, A12A23, Ai3A23 .
Les 60 points Z, sont aussi situes trois a trois sur 60 droites z 2 . Par ex. les
trois points Z, qui correspondent aux trois droites de PASCAL A12A,3, A12A14,
A 13 A,4 passant par le point A12AI3Ai4j sont situes sur un droite z,, qu'on pout
designer aussi par le symbole A i2 A,3A14 . Nous voyons done par la que les points
Z2 correspondent aux droites de PASCAL et quo les droites z 2 correspondent
aux points de KIRKMAN ; en outre la correspondance entre les points Z 2 et lea
droites z, est analogue 'a celle qui existe entre les droites de
PASCAL et les
points de KIRKMAN.
(*) A., Nuovi teore,ni, etc., theor. XXII .
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Les 60 droites
z 2 passent trois 4, trois par les 60 points Z,, par ex . les trois
droites A 12 A,3 X1 4 , A12A13A15, A12A13A16 passent par lo point Z2 represente par le
symbole Aj2A13
.
En outre elles passent trois bh trois par les 20 points de STEINER .
Aux trois points do KIRSMAN
A14Ai5A18, A24A25A21, A34A35A36 (n . ° 27) situes Sur
la droite de CAYLEY c 123 correspondent les trois droites z 2j qui soot represen-
tees par les memes symboles et qui passent par le point do STEINER
G123 . Done
on peut reprdsenter aussi les points de STEINER
G123, G456
par le meme sym-
bole (2) (n .° 27) que les droites de CAYLEY c123, c456 . On voit aussi que les
points Z2 et les droites z2 forment 6 figures II', analogues A celles qui sont for-
mees par les droites de PASCAL et par les points de KIRKMAN .
J'ai aussi demontre qu'il y a une infinite de systemes analogues [Zz] m
qui decoulent l' un de l' autre au moyen de certaines droites
vi2,
V34,
etc. e t do
points V23 , V" ' etc. qui correspondent deux A deux aux points P du systeme
PASCAL-KIRKMAN (*) . Quoique ces systemes aient lours proprietes principales
communes avec le systeme PASCAL-KIRKMAN ils no soot cependant pas donnes
par 6 points dune coniquo . D'apres mon Memoire de 1877 on d'apres celui de
CREMoNA (**) on voit que noire symbolique peut titre dtendue aussi a tout sy-
steme [Zz] .
29. Les deux figures I et II determinent aussi une autre figure analogue
a celle que nous venons d'etudier, c' est a dire qu'i1 y a deux quadrangles do
points de KIRKMAN qui correspondent aux deux quadrilat6res de droites de
PASCAL
du numero precedent, savoir
A14A15A16, 013A15A16, A13A14A16) A13A14A15 ;
A24 A25 A2C, A23 A25 A.e, A23 A24 A26, A22 A24 A26
qui sont situes deux A deux sur les 4 droites de CAYLEY
C121, ciY4, ci25, c126 .
Ces droites passent par le point de SALMON
S12
correspondant 4 la droite
912
des deux figures I, II . Or, dans les symboles des quatre droites
c123, c124, c125,
0 426 [(2) n.° 27] n'entre pas le triangle A 12 , puisqu'il est contenu dans les sym-
boles des points de STEINER correspondants, done on peut reprdsenter la droite
de STEINER-PUCKER 9
12
et le point de SALMON
S12
par le symbole Ale .
II est vrai que Bans la question proposee par l'Academie royale do Belgique,
et 4 laquelle j' essaie de repondre par le present travail, on ne demande pas
(*) A., Nuovi teoremi, etc ., theor. XXIX .
(**) CRtMOlcA, I . C .
d'etendre les groupes que j'ai trouves dans mon Memoire de 1877 ; mais par
la notation meme que j' ai donnee ici des 6 figures II on voit et on verra
mieux par la suite qu' elles soot tres utiles sinon nt cessaires .
§ 2 .
Groupes des substitutions de trois lettres
et interpr6tations g6om6triques .
30. Nous passons maintenant t la determination et 'a l' interpretation des
groupes de 6 lettres, et nous montrerons en memo temps la correspondance qui
existe entre ces groupes et ceux de l' hexagramme. Nous donnerons ensuite
une premiere interpretation, d' abord daps l'espace h 5 dimensions, puis, par
projection, dans 1'espace h 3 dimensions et dans le plan .
Mais dans la theorie des substitutions de 6 lettres est contenue la theorie
des substitutions de 3, 4 et 5 lettres ; it nous faut done etudier tout d' abord
les groupes des substitutions de 3, 4 et 5 lettres .
M. J. SERRET a donne les fouctions des groupes de 4, 5 lettres, et la fon-
ction d' un groupe remarquable de 120 substitutions de 6 lettres qui est une
exception du theoreme de BERTRAND que u toute fonction de n lettres, qui a n
valeurs distinctes est symetrique par rapport 4 n-1 lettres " (*) .
Nous determinerons les groupes de 6 lettres en nous appuyant sur les groupes
de 1'hexagramme ; nous verrons ainsi que les 6 fonctions de SERRET donnent
precisement les groupes des 6 figures II de 1' hexagramme .
31 . Les groupes qu'on pout former avec trois lettres x,, x2 , x 3 ou bien
avec trois indices 12 3, sont au nombre de trois seulement, savoir :
1, (12) ;
	
1, (123), (132) ;
et le groupe total
1, (12), (13), (23), (123) 7 (M).
Si nous considerons, done comme daps le cas general, que x i x 2 x 3 sont les coor-
donnees dun point S, sur un plan on obtient 6 points, savoir
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qui forment deux groupes separes de trois points et qui repr6sentent les per-
mutations des trois indices 123 ou bien des trois lettres x 1 x 2 x 3 .
Le theoreme XIII nous apprend que sur les totes du triangle fondamental
it y a 6 points P
(S2t P(i3) P(23) ; P'(12)P'(13) P'(23' •
q
ue P( 2) et
P"I"
sont situes
a o o o o o
sur le tote Ao) A) et divisent harmoniquement le segment Al Ao . Les coor-o
donnees de ces six points sont respectivement
1-10, 10-1, 01-1 ; 110, 101, 011 ;
les trois premiers points etant situes sur la droite unite
x1 +x2 -{-x3 =0.
Nous aeons aussi un groupe de deux points (r 3 ) n.° 10
r,?-
3
' 1, r3 r 3 1
oh r, est une racine cubique de l'unite . On a done des theoremes XV et
XXXIV:
Theoreme LII. Les 6 points d'un groupe (S0 )6 forment deux triangles
liomologiques de trois manieres diftrentes, les trois points
P~ik)
et les trois
droites II,ik ) , dont les equations sont de la forme
Xi-xh-=0
etant centres et axes d'involution .
Dans ce cas, comme le groupe des trois substitutions paires est le groupe
qu'on obtient par la substitution cyclique (123) nous voyons que les trois
sommets d' un quelconque des deux triangles de (S,,), donnent un cycle pro-
jectif de trois points par rapport au triangle qui a pour sommets le point unite
et les deux points r 3 r31, r3r3 1 de la droite
xi + x2+ x3 = 0 . (1)
Du numero 10 it resulte que les deux autres totes de cc triangle sont :
r3 x 1 +rgx2 -I-x3=0 (2)
r 3 x i -1 r3 x2 x3 = 0 . (3)
Les trois totes (1), (2), (3) forment done tin cycle projectif de trois droites par
rapport au triangle fondamental .
Les sommets forment aussi un cycle projectif et it n' est pas difficile de ve-
rifier que ces points sont situes sur trois coniques TV, qui passent respectivement
par deux des sommets du triangle fondamental en y touchant les deux autres
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totes. La propriete correlative a lieu aussi pour les totes (1), (2), (3) du triangle
des points doubles de l' homographie cyclique (12 3) . Donc :
Thdorerne LIII. Les deux triangles du groupe (S6)6 donnent deux cycles
projectifs de trois points et en meme temps de trois droites par rapport au
triangle des points doubles (111), (r 3 r31), (r3 r3 1) de l'homographie cyclique
de 3tin6 ordre determinee par la substitution cyclique (123) .
Les sommets d'un quelconque des deux triangles sont situds sur trois co-
niques W, qui passent respect ivement par deux sommets d'un cold du triangle
des points doubles en y touchant les deux autres colds . (Les coniques sont ima-
ginaires avec 4 points reels .)
Les sommets du triangle des points doubles donnent aussi un cycle projecti f
de trois points par rapport au triangle fondaniental et sont situds sur trois
coniques, qui passent respectivement par les deux sommets d'vn cold du triangle
fondamental en y touchant les deux autres cotes . (Les coniques daps ce eas
sont reelles .)
Du theoreme XXXIV on deduit :
Thdoreme LIV. Les 6 points d'un groupe quelconque (S6)6 sont situds sur
une conique du faisceau
ExZ+X XjXh=0 .
Celle conique passe par les points (r3r31), (r3r3 1) et y touche les droites qui
joignent le point unitd a ces deux points .
32. Les 6 points d'un groupe (S,) 6 forment un hexagone special qui a
des proprietes interessantes . Designons en effet les 6 points
yly2y3, y2y0yi, y3yiy2 ; y2yiy3, y3y2yi, YIY3Y2





.56, P34 .56 ; P 16 .23, Pi6 .45, P23 .45, P14 .36,
F
14 .25, P25 .36
tombent respectivement sur les trois points Po 2' , Po3 ', Po3' ; c' est dire que
les triangles
A12, A13, 023
du paragraphe precedent se reduisent h ces trois
points. Done les droites de PASCAL
A12 . 13, 012A23, A13A23
tombent sur la droite
x1 +x2 +x3
--0 .






Chaque droite passant par le point Pr°-', ou bien chaque point situe sur la
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droite
xi - x2- 1I' 02'=0=
doit avoir ses deux premieres coordonnees egales, c' est h dire que les trois
droites de PASCAL (1) forment un groupe de 6 droites reduit a 3. De meme
pour les 8 autres points P, qui tombent sur les points P 2i , P'31, Po 3' . On ao
done 27 droites de PASCAL, qui forment trois a trois 9 g7 ozcpes speciaux de
trois droites .
11 en reste encore 30 qui forment 6 a 6 cinq groupes (p)6 de 6 droites, et
qui ont les proprietes correlatives de celles des 6 points d' un groupe quelconque
(S0 )6 . Done :
Theoreme LV. Si les 6 points fondamentaux d' une conique forment un
groupe (S0) 6 toes les elements, qui appartiennent au meme groupe de l' hexa-
gramme, par ex. toutes les droites de PASCAL, tous les _points de KIRKMAN, etc .
donnent des groupes de 6 ou de 3 elements, qui ont les memes proprietes que
le groupe
33. Du theoreme XXXVI it suit que trois groupes (SS), soot situes sur
une courbe du 3" ordre du systeme
Ix3+XIxQxk+uxi x 2 x3 =0 i, k=1, 2, 3 . (1)
Les trois courbes Y.4= 0, 1 x~ xk = 0, x1 x 2 x3 = 0 coupent la droite unite aux
points P0'', Ppl3,
P(23)
; nous aurons done
Theoreme LVI. Deux groupes quelconques (S6 ) 6 sont situes sur une courbe
du 3'n
e
ordre, qui appartient au systeme (1). Les courbes du systeme passent




Et par analogie :
Trois groupes quelconques (S 0) 6 sont situes sur une courbe de 4me ordre,
qui appartient au systeme
Ixl+)Zxyxk+~lxix°+LIx;x2 x3 =0
et qui touche la droite unite aux deux points r 3 r31, r3 r 3 1 .
Si l'on suppose que le point y, y2 y 3 soit situe sur la droite x1 + x 2 + x3 = 0 on a :
Theoreme LVII. Si le point S, tombe sur la droite unite, les 6 points du
groupe (S0) 6 sont situes sur cette droite et ils forment trois couples de points
equidistants relaticement aux points P I III,
P(13)
, P"') . Its forment aussi deux
cycles projectifs de trois points par rapport aux points (r 3 r31), (r3r3 1) .




Gronpes des substitutions de quatre lettres
et interpretations geometriques .
34 . Pour les groupes des substitutions de 4 et 5 lettres je me sers des
resultats de M . J . SERRET (*) . Il ne donne que les fonctions, ce qui revient au
fond h donner les groupes ; seulement en donnant les groupes on peut en tirer
des consequences, qui pour noire maniere d'interpreter la theorie des substitu-
tions sont fort interessantes .
Nous laissons maintenant de tote les groupes, qui soot relatifs h 2 ou 3
lettres, et que nous aeons deja consideres . D' apres SERRET on a alors les types
suivants des fonctions de 4 lettres, h tote desquelles j'ecris les groupes corres-
pondants
I . (x 1 + a x 3
)(x
2 -}- a x,)
1, (12) (34)
I I . (x 1 -}- x 2 ) -}- a (x3 + x,)
1, (12), (34), (12)(34) .
Ce groupe est engendre par deux quelconques des trois dernieres substitutions .
Duns le groupe total it y a trois de ces groupes .
III . (x1 - x=)
(x3 -
x1)
1, (12)(34) ) (13)(24), (14) (2 3) .
Ce groupe est aussi engendre par deux quelconques des trois dernieres subs-
titutions . Dans le groupe total it n' y a qu' un groupe de ce genre .
IV .






1, (13)(24), (1234), (1432).
Ce groupe est engendre par la substitution cyclique (12 3 4) .
V. x 1 x2 + x3 x,
1, (12), (34) 7 (12)(34) ) (13)(24); (14)(32) ; (1423)7 (1324).
(*) L. c .
Annali di AVateniatica, tomo XI . 21
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Il est engendre par deux substitutions, par ex . (12), (13)(24) . Dans le groupe
total on a trois de ties groupes .
VI . (Xi -
"Xp)(x i -X 3)(xi"-X1)(x 2 -X3)(x q -x4)(x3-x4)
1, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142)
(234) 7 (243) 7 (134) 7 (143) .
C' est la le groupe des 12 substitutions paires, qui peut titre engendre par deux
substitutions par ex. (123), (124) ou bien (12)(34), (123) .
VII. Groupe total
x 1 +x2 +x,+x4
qui peat titre engendrd par les couples des substitutions
(13), (134) ; (12), (1234) ; (132), (1234) ; (1234), (12)(34) .
INTERPRETATION GEOMETRIQUE DANS L 'ESP ACE 1 TROIS DIMENSIONS
.
35 . Du theoreme XIII on deduit pour n = 4 :
Theoreme LVIIL Sur chaque arete du tetraedre fondamental, par ex .
A0'A0' = A112i, it y a deux points P0 2' , P'o'', dont les coordonnees sont 1, -1,
0, 0 ; 1, 1, 0, 0, et qui divisent harmoniquement les deux sommets Aa 1'Ao' .
Il y a aussi deux plans H' 121 8'2 21, dont les equations sont
x1 - x2=0, x1-x2 =0
et qui passent par Partite A' A0 =A 4 . Les 6 plans II2 2 ' passent tous par
le point unite, tandis que les 6 points Po 21 sont tous situes sur le plan unite.
Chaque plan
11¢ik)
passera par deux points P'1ik) et par un point Poik) . De
meme pour tons les plans
11¢ik) (*)
Je fais observer que les 1.2 points P(0ik'). P'o`lo forment trois tetraedres, savoir :





dont les faces soot precisement les plans correspondants H"", II'(3 2 ', 11(4', H'f34 ', etc .
Ces trois tetraedres, que je designe par les symboles (P'), (P"), (P"') ont la
propriete remarquable d'etre homologiques de quatre manieres differentes, les
(s`) J'enonce toujours ces theoromes pour chaque cas particnlier, parce quo les figures qui
en resultent jouissent de propriEtes sp6ciales .
de la theorie des substitutions de n lettres, etc .
	
159
sommets et les faces opposes du troisieme etant centres et plans d'homologie .
Il y a aussi trois autres tetraedres qui jouissent de la meme propriete . Ce sont
le tetraedre fondamental (A) et les deux tetraedres (B), (C) (*)
Nous aurons a considerer cette figure daps le 3" chapitre .
Du theoreme XIV on deduit :
Theoreme LIX. Les trois tetraedres (P'), (P"), (P') sont conjugues par
rapport a la surface de 2(1 degre
xi i x 2 1 x 3 + x4
- S'- 0 .
Du theoreme VI on a :
Theoreme LX. Si l'on multiplie les coordonnees d'un point S,, par les
racines carrees de l'unite de toutes les manieres possibles, on obtient 8 points
qui determinent deux tetraedres homologiques de quatre manieres diferentes,
les sommets et les plans du tetraedre fondamental (A) etant centres et plans
d'homologie. Si le point S, est le point unite, on obtient deux tetraedres (B) et
(C) qui sont aussi conjugues par rapport a la surface SQ .
En outre, du n .° 7 on obtient en changeant les signes de SQ 8 surfaces du
2 1 degre, savoir :
x 1
+x
E `i- x3 +x4 0 -x,+x2'-f"x3-- =0
2
x3+x4=0
(") Voir A . : Sopra alcune not. configur., 1 . e., Mem. II .
(**) A . : Sopra alcune not. configur ., 1 . c ., Mem. II.





















x 3 + x4 0
qui jouissent de proprietes analogues a celles des inn- ' surfaces du n .° 7 ; elles
sont par ex . reciproques d' elles-memes par rapport a 1' une quelconque d'entre
elles (**) .
1 1 1 1 -1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 -1 1 1
-1 1 -1 1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1 1 1 -1 .
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Du theoreme X on deduit aussi :
TMorerne LXI. Les deux tetraedres (B) (C) sont eonjugues par rapport
a toutes les surfaces (1) (*) .
36. Du theoreme XV on deduit :
Thdoreme LXII. Les 24 points qu' on obtient en per •rnutant les 4 eoor-
donnees d'un point So , sont situds deux a deux sur 6 .12 droites, qui passent
12 a 12 par les points Pozk> . Les deux points d'une telle droite sont divises
harmoniquement par Poik~ et par le plan ll
En operant l' involution (a Q) (y a) (a, ~, y, a' soot identiques, h l'ordre pres,
dug indices 1, 2, 3, 4) sur les coordonnees du point S o , on deduit des theo-
remes XVI, XVII, XIX :
Theoreme LXIII. Les 6 points Poi") determi.rtent 3 droites P (` ) (70 (a, ~,
y, a sont identiques, 4 l'ordre pres, aux indices 1, 2, 3, 4) qui contiennent les
deux points Poxfil, Pon d ' . De meme les plans Mil-) se renconti'ent en trois droites
IIS
0
lt~/ d> par lesquelles passent les deux plans IIz"P>, W76) et qui sont deter-
rrtine'es aussi par les deux points P`oP'('O ), P'(~'Y ) . L es6droi tesP1' F ) (),IIixpl~ ~
donnent deux a deux trois couples d'aretes opposces respectivement des tetrae-
dres (P'), (P"), (P') . Les trois droites fl
)(id)
passent par le point unite, et
les trois droites P("r')(7) sont situees sur le plait unite.
Theoreme LXIV Les 24 points du groupe (S0 ) 09 sont situes deux a deux
sur 3 . 12 droites, qui coupent 12 a 12 les droites P('~
) ( i d)
et les droites cor-
respondantes Les deux points situes sur une telle droite sont divises
harmoniquement par les deux points d' intersection .
Si Pon opere sur les coordonnees du point Sp la substitution cyclique (12 3 4)
on obtient 4 points, qui forment d'apres le n .° 10 un cycle projectif de 4
points par rapport au tetraedre (1, 1, 1, 1) (-i, -1, i, 1), (- 1, 1, - 1, 1)
(i ) -1, - i, 1), ou i = V-1. En posant par ex . i = r„ les faces de ce te-
traedre sont
XI + XI +
X3+4=0
r •4 x1+r4x,+r4x3+x4=0
r, x 1 - ;- x2 -f - r, x3 -}- x4 = 0
r4x,+r;x2 +r;x3 +x4 =0 )
( 1 )
(*) J'appelle aussi tetraedre conjugu6 par rapport h une surface du 2" dogrd un tgtraedro
dent los sommets sent situds sur la surface et dent les faces sent gas plans tangents en ces
points .
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les sommets et les faces de ce tetraedre forment deux cycles projectifs de 4
points et de 4 plans . Ces 4 points sont situes sur une courbe W du 3 18 ordre
(theor. XXIII). Dans ce cas on voit que les cones qui projettent cette courbe






C' est done une courbe W qui passe par les points x, = x2 = x3 = 0, x2 = x3
= x4 = O, en y touchant les aretes x, = x4 = O, x,= x, = 0 et qui a daps le
premier le plan x, = 0, daps le second le plan x 4 = 0 comme plans osculateurs.
Done :
Theoreme LXV. Les points doubles de l'homographie donnee par une sub-
stitution cyclique de 4 indices (1234), forment un cycle projectif de 4 points,
qui sont situes sur une courbe W du 3me ordre. Cette courbe passe par deux
sommets du tetraedre fondamental en y touchant deux aretes, et ayant en ces
deux points deux faces comme plans osculateurs .
En tout on a 3 homoyraphies cycliques, oii les points doubles sont le point
unite et trois points du groupe (r 4 ), qui out pour coordonnees les differentes
racines 472 eS de l' unite.
Theoreme LXVI. Les 4 points qu' on deduit d'un point S, par l'homo-
graphie cyclique (1234) forment un cycle de 4 points, projectif par rapport
au tetraedre des points doubles de t'homopraphie .
En tout avec les 24 points du groupe (S0)24 on pent former de 3 manieres
differentes six cycles projectifs de 4 points .
37. Si nous operons sur les coordonnees d' un point S, une substitution
de 3 lettres, par ex . (12 3), d' apres le th6orome XXVI on obtient une homo-
graphie cyclique d'ordre 3 autour du point x i == x2 = x3= 0 . D'apres le tbdo-
reme XXX nous voyons que
Theoreme LX VII. Les 24 points du groupe (So) ?4 sont situes 6 a 6 sur
16 plans, qui passent 4 a 4 par les droites d' intersection du plan unite avec
les faces du tetraedre fondamental . Les 6 points situes sur un quelconque des
16 plans sont situes sur une conique et ont les memes pro prietes que les 6
points (SS) s du paragraphe precedent .
38. Interpretons mainfenant les autres groupes de 4 lettres. Du groupe II
nous deduisons que
Theoreme LXVIII Si sur un point S, on opere successivement les deux
involutions (12), (34) ou bien (12), (12)(34) ou encore (34), (12)(34), on ob-
tient le Wine groupe de 4 points . Ces quatre points sont situes deux a deux
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szcy 4 droiles, qui passent respectivement deux a deux par les deux points Pp 2',
P".0 Its sont situes aussi deux a deux sur deux droites, qui s'appuient sur
les deux drones P
1i2)(34) , W21(24)
et ils y sont divises harmoniquernent .
Avec les 24 points (80)24 on pent former de trois manieres di fferentes 6 de
ces groupes .
Pour le groupe III on a :
Theoreme LXIX. Si l'on opere sur tin point S, successivement les deux
involutions (12)(34), (13)(24) ou encore (13)(24), (14)(23) on obtient un autre
groupe de 4 points ; ces quatre points sont situes deux a deux sur 6 droites,
qui coupent deux a deux respectivement les droites
Ps°'(341, II;'2''34' ; P~33,(24), T7i31(247 ;
Pi4"23', II1i4'(23)
Les deux points situes sur une telle droite sont divises itarmo-
niquement par les deux droites Pi , fl, qu'elle coupe .
Avec les 24 points (S 0)24 ont peut former d'une seule maniere 6 de ces groupes .
Pour le groupe V on a :
Theor ente LXX. Si fort opere sur le point S 3 les deux involutions par ex .
(12), (13)(24), on obtient un groupe de 8 points . Ces 8 points se divisent en
deux groupes de 4 points Cu theoreme LXVIII, et en outre ils forment deux
cycles projectifs de 4 points donnes par l' homographie cyclique (1324) .
Avec les 24 points (S
S) 24
on peat former de trois manieres diferentes 3 de
ces groupes .
Du groupe VI on a :
Theoreme LXXL Si 1'on opere sur le point S, successivement les deux
hornographies par ex. (12 3), (12 4), on obtient un groupe de 12 points
Le groupe (80)24
se decompose en deux de ces groupes (8 0)1 2 , (SS)', qui sont
homologiques de 6 manieres diJerentes, les points Poik~ et les plans W 10 etant
centres et plaits d'homologie .
Et finalement :
Theoreme LXXIL Si I'm opere sur le point S0 successivement, par ex .
l'involution (13) et t'homographie cyclique (124), on obtient le groupe total (S0)24 .
Du theoreme XXXIV on deduit aussi :
Theoreme LXXIII. Un groupe quelconque (80) 24 est situe sur une sur-
face du 2d degre du faisceau
I5'+XY~ xixk=0 i, k=1, 2, 3, 4 .
Les
surfaces
de ce faisceau se touchent suivant tine conique du plan unite, pas-
sant par toes les points des groupes (r,), (r,) .
Deux groupes sont situes sur une surface du 3"2Q ordre, qua Ire sur une sur-
face du
4>ne
ordre, etc. (theoreme XXXV) .











39. J' indiquerai seulement les resultats qu'on obtient lorsque le point S0 ,
y 1 y
2 y3
y 4 j est situe sur le plan x1 -}- x2 -}- x3 + x 4 = 0, que du reste nous pou-
vons regarder comme quelconque . Sur ce plan on a le quadrilatere donne par
les 6 points P"-' P" 3' P(14 P 23
P(24) P(34)
dont les totes sont les droites
d' intersection du plan avec les quatres faces x 1 = 0, x2 = 0, X3==07 X4
= O du
tetraedre fondamental . Nous pouvons prendre ce quadrilatere comme fonda-
mental ; alors entre les coordonnees dun point y 1 , y 2 , y3,
y4
on aura la relation
y i+y2 +y3 -j-N=0 (1)
qui est precisement la condition afin que le point soit situe sur le plan unite .
Nous considerons tout d'abord la conique ohh se rencontrent les surfaces du
faisceau du theoreme LXXIII, c'est a dire
xi--x2+x3+xs=0
(2 )
ou bien d'apres la relation (1)






Celte conique done se trans forme en elle-meine par les permutations des
quatre coordonnees x i , x2, x 3 , x4 , de maniere qu'un de ses points guelconque
donne un groupe de 24 points inscrit h la conique fondamentale .
11 est facile de voir que daps le plan it n' y a pas une autre conique qui
jouisse des momes proprietes, tandis que daps l'espace a trois dimensions it y
a une infinite de surfaces du 2 1 degre qui se transforment en elles-memes .
Les 6 points P'oik) ont pour polaires, par rapport a la conique fondamentale,
les 6 droites
x,-x2 =0 x1 -x4 =0
x 1 -x3 =0 x2 -x4 =0 (3)
x2 -x3 =0 x3 -x4 =0
d' intersection des plans
fl(2ik>
avec Ixi =. 0 . Ces 6 droites se rencontrent 3 a 3
en 4 points P", Po'', Po'', Pos' dent les coordonnees soot :
(- 3, 1, 1, 1), (1, - 3, 1, 1), (1, 1, - 3, 1), (1, 1, 1, -3)
qui soot les poles des totes x 1 = 0 x2 = 0 x, = 0 x4 = 0 du quadrilatere fonda-
mental par rapport a la conique fondamentale . Les 10 points PI III, P1
3', P(14)
,






0 1 0 7 0 7 0 7 0 > 0
sont situes 3 a 3 sur leurs polaires par
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rapport a la conique fondamentale ; ils forment done une figure analogue a
celle, qui est donnee par dix points de
KIRKMAN
et par les 10 droites corres-
pondantes de PASCAL d' une figure H . Or, les 6 points Poi 2', , P13" forment
un quadrilatere et lea autres Po151 , P0YS', Pos', Po'' forment un quadrangle, qui
est le polaire reciproque du quadrilatere par rapport a la conique fondamen-
tale ; en outre, le quadrangle et le quadrilatere soot conjugues par rapport a
la conique (*) et n' ont aucun sommet et aucun tote commun ; c' est A dire,
que prix ensemble ils constituent la figure entiere des 10 points et des 10
droites. II est aussi facile de voir que cette figure se decompose en 5 groupes
des quadrangles et des quadrilateres susdits . Cette propriete s'Ctend aussi aux
figures if de l'hexagramme, on a done :
Theoreme LXXI V. Toute figure II d' un s ysteme quelconque [Zz] m de
l'hexagramme se decompose de 5 manieres differentes en un quadrangle et en
un quadrilatere, qui sont conjugues et polaires reciproques par rapport a la
conique H determinee par la figure .
Le quadrangle d'un des 5 groupes a pour sommets 4 points Zm, et le qua-
drilatere a les 4 droites z 72 correspondantes pour totes .
Mais la figure des dix points Poi"> que nous venons de considerer n'est pas
generale . En effet, la conique fondamentale passe par les huit points du groupe
(r,) de chaque tote du quadrilatere fondamental, et ces huit points divisent res-
pectivement equianharmoniquement les trois sommets de chaque tote, ce qui n'a
pas lieu en general .
40. Si l' on permute toutes les coordonnees y j , y 2 , y3, y, d' un point To
du plan unite, entre lesquelles a lieu la relation 7- yi = 0 on obtient 24 points,
qui soot aussi situes sur le meme plan, et pour lesquels on a :
Theoreme LXXV. Les 24 points d'un groupe (T T ), 4 , situe sur le plan
unite, sont situes deux a deux sur 12 .6 droites qui passent 12 a 12 par les
6 points Po'k) (i ) k=1, 2, 3, 4) .
Le segment determine par les deux points est divise harmoniquement par le
point Po`'') et le point d'intersection avec la polaire de Ppi10 par rapport a la
conique fondamentale.
Les sommets du triangle diagonal du quadrilatere des points P"11) sont pre-
cisement les trois points
(1
)
-1, -1, 1), (-1, 1, -1, 1), (-1, -1, 1, 1) . (1)
(*) J' emploie Ie mot conjugud daps le sens donne par M . P . SERRET dans sa Gdom . de
direction, 1869 .
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Nous avons vu (theoreme LXIII) que les trois droites II("Mi) passent par le
point unite, elles ne sont done autre chose que les droites qui joignent le point





2jP'o 41 sont de la forme 1, 1, ), ) ; cette droite passe done par le
point unite 1, 1, 1, 1 et par le point 1, 1, -1, - 1. Par consequent en in-
terpretant le groupe II sur le plan on tire
Theoreme LXXVI. Les 24 points de (T,)24 sont sit-ues deux a deux sur
12 . 3 droites qui passent 12 a 12 par les sonzmets du triangle diagonal du
quadrilatere des points Poik) et its sont divisc's harmoniquement par ces som-
mets et les droites diagonales opposees .
Si 1'on opere sur un point T o de 2: x= = 0 l' homographie cyclique (12 3), on
obtient trois points d'un cycle projectif par rapport au triangle des points dou-
bles qui sont PQ", (r3 j r3, 1, 0), (r3 7 r3j 1, 0), et en remarquant que daps le
groupe total des substitutions on a 8 substitutions cycliques de la forme (c 3 i),
qui donnent 4 homographies cycliques, puisque les substitutions inverses (123),
(132) donnent lieu h la meme homograpbie cyclique, on a :
Theoreme LXXVII. Les 24 points du groupe (T 0)2 , forment de quatre
manieres differentes huit cycles projectifs de trois points, donnes par les quatre
homographies cycliques du 3-6 ordre du groupe total .
Pour le groupe III on obtient :
Theoreme LXXVIII. Les 24 points (T0 )2 , forment 6 quadrangles ayant
pour triangle diagonal celui du quadrilatere des points P0~k> .
Des theoremes LXVII, LXX, LXXI on deduit aussi
Theoreme LXXIX. Les 24 points (T0 )Y4 sont situes 6 a 6 sur 16 coni-
ques passant 4 a 4 par les 4 points dont trois coordonnees sont egales aux
racines cubiques de l'unite, tandis que la quatrieme est nulle .
Theoreme LXXX. En ope'rant sur le point To successivement les deux
homographies (123), (124) on obtient 12 points d'un groupe (T 0)i 2 . Les 24
points (T0 )24 forment done deux polygones de douze sommets, qui sont homo-
logiques, les 6 points Pot') et les trois sommets du triangle diagonal de leur
quadrilatere d'une part et leurs polaires par rapport a la conique fondamen-
tale d' autre part etant centres et axes d' homologie .
On peut construire le groupe total (T0) 2 , au moyen de deux involutions, par
exemple (13), (12)(34) .
Cette figure, que nous avons obtenue sur le plan unite, n'est qu'une projection
de la figure consideree de l'espace B3 faite par le point unite .
Annali di Malematica, tomo XI . 22
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PROJECTION SUR UN PLAN QUELCONQUE
PAR UN POINT EGALEMENT QUELCONQUE DE L ' ESPACE R3
41 . Si nous projetons par un point quelconque B, la figure de l' espace
sur un plan R2 , nous obtenons une figure plus generale que cello du plan unite ;
ces figures pourtant appartiennent a la meme classe.
Ainsi aver le tetraedre fondamental on obtient sur le plan R 2 un quadrangle
,A 0( 1) I . . . ; ,A(1'-,(A) sur les totes duquel soot projetts les 6 points Po2 k) et P'Uk ) .
Les premiers sont situes trois a trois sur quatre droites, qui sont la projection
des droites d' intersection du plan unite avec les faces du tetraedre fondamental .
Si Yon projette sur R2 les sommets des deux tetraedres (B), (C) du n.° 35, on
obtient sur le plan deux quadrangles ,(B), (C) tels que leurs sommets sont
respectivement situes deux a deux sur seize droites passant quatre a quatre par
les sommets du quadrangle (A) . La memo chose a lieu- evidemment pour les
couples de quadrangles ,(A),(B), ,(A),(C) par rapport aux sommets de ,(C) ou
de ,(B).
Or, si nous nous souvenons de la figure commune a deux figures II, par ex .
I et II de l' hexagramme (n .° 28), on voit que la figure de ces trois quadran-
gles ,(A), ,(B), (C) est precisement la correlative de celle donnee par les droites
I
I I 11 II if iI
p345po5p134p4 45 )I5) P34Sp435P234P145
et du triangle 0,2 avec la droite de STEINER g,2 .
Theoreme LXXXI. Les 24 points 1(S,)2 , qu'on obtient en projetant de R o
sur R2 un groupe {So },, de l'espace sont situes deux a deux sur 6 .12 droites
passant 12 a 12 par les point Po 1k) , et its sont aussi situes 6 a 6 sur 16 co-
niques.
Les deux droites P ("R)(y a} , II1"R~~y°) , daps le cas du numero precedent, sont
projetees par le point unite sur une droite et en un point, car la droite IT,
passe elle-meme par le point unite ; tandis que daps le cas general actuel les
droites en question sont projetees sur R 2 suivant deux droites
1H (O')(yd) .
Done
Theoreme LXXXII. En projetant les deux points du groupe ,(So) 2 , qui ont
les coordonnees
y6 yR yy ya) y0a yd y-/
on obtient sur R2 deux points du groupe ,(S,) 24 , qui sont divises harmonique-
ment par les deux droites
,Pi-I)(7°),
,fl(?)(y a)
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On pourrait donner aussi au point de projection R o on au plan B2 des po-
sitions speciales par rapport au tetraedre fondamental, et on obtiendrait des
lors des configurations speciales de la meme classe .
§ . 4 .
troupes des substitutions de 5 lettres .
Interpr6tations geometriques dans l'espace i< 4, 3 dimensions
et dans le plan .
42. Je donne ici seulement les groupes des substitutions qui contiennent
toutes les 5 lettres .
I . (x,+rx2 +r2 x3 +r3 x,+r4 x,)5
o i r est une racine de l'equation
1+x+x2 +x3 +x4=0
1, (12345), (13524), (14253), (15432) .
• groupe est engendre par la substitution (12 3 4 5) .
II .
(x, + x2) (x3 -
x4)
(x3 - x 5) (x4 - x5)
1, (12), (345) ? (354), (12)(345)) (12)(354).
• groupe peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (12), (345) ou
bien par la substitution (12)(345) . Dans le groupe total it y a 10 de ties
groupes .
III . (x, - x 2) (x 3 - x,)
(x3
- x5) ( x, - x 5 )
1, (345) ) (354) ) (12)(34) 7 (12)(35)7 (12)(45) .
• groupe peat titre engendrJ par deux substitutions, par ex . (12) (3 4), (3 45) .
Dans le groupe total it y a 10 de ces groupes.
IV. 2x,+2x2 +x3 +x4 +x,
1, (345) 7 (354)7 (12), (34) ) (35)7 (45) ) (12)(34),
(12) (3 5), (12)(45), (12)(345) 7 (12)(354).
• groupe peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (12)(34), (35) .
11 y a aussi 10 de ces groupes dans le groupe total.
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V. y = x ! (x2 x 5
+ x3 x4)
x2







x4 + x2 x3)
1, (13) (4 5), (14)(23), (15) (2 4), (12)(35) 7
(25)(34), (2354), (1325), (1452), (1534), (2453),
(1243), (1435), (1523), (1254), (1342)
(12345), (13524), (14253), (15432) .
Ce groupe peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (12) (3 5), (13 2 5) .
Il y a dans le groupe total 6 de ces groupes .
En posant
v = (x! - x 2) (x! - x 3)(x! - x4) (xi - x5) (x2
-
x3) (x2 - x4)
(x2 - XI) (x 3 -
x,)
(x 3 - x5) (x4
- x 5 )
la fonction
VI. v y
nous donne le groupe
1, (13)(45), (14) (2 3), (15) (2 4), (12)(35) 7 (25)(34),
(12345), (13524), (14253), (15432) .
Ce groupe pent et re engendre par deux substitutions, par ex . (13) (4 5), (14) (2 3) .
On a 6 de ces groupes.
VII . V .
Cette fonction represente le groupe de 60 substitutions paires . Il peut titre en-
gendre par deux substitutions, par ex. (12) (3 4), (2 3) (4 5) ou bien par les subs-
titutions cycliques (t2345) et (i k l) (i, k, l sont trois indices de la serie 1,
2, 3, 4, 5) . Naturellement it n'y a qu'un soul de ces groupes .
INTERPRETATION GtOMETRIQIIE DANS L'ESPACE R4 A 4 DIMENSIONS .
43 . Pour n = 5 du theoreme XIII on deduit :
Theoreme LXXXIII Il y a sur chaque arete de la pyramide fondamen-
tale par ex . Ao' Ao' ___ deux points P(12), P'o Y' dont les coordonnees sont
1 -1 0 0 0, 110 0 0, et qu.i divisent harmoniquement le segment determine
par les deux sommets A"', Aa2'.
Les 10 points Po2 k> sont situes trois a trois sur 10 droites, qui determinent
5 quadrilateres . Les 20 points Pa=lo, P'otk) sont situes trois cc trois sur 30
droites qui avee les 10 premieres forment 10 guadrilateres .
Il y a aussi deux espaces a trois dimensions II3 2 , IlY3 s', qui passent par le
plan d'interseetion des faces
x,==0,
x,= 0, et les divisent harmoniquement .
Les 10 espaces II3ik) passent par le point unite, tandis que les dix points
Poik) sont situes sur l'espace unite.
Chaque espace II3ik) passe par 3 points Paik) et par quatre points P'ot')
La figure formJe par les points
Poik), p-oik> , II3ik> ,
II'3ik)
est polaire reciproque
d'elle-meme par rapport a la surface
IxE=0.
En posant daps le n .° 5 m = 2, n = 5 du point unit6, on obtient 2' =16 points,
savoir
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Ces points n'ont pas les proprietes analogues a celles des points que nous avons
trouves au n.° 35 pour n = 4 . 11 est facile de s' assurer que les espaces po-
laires de ces 16 points par rapport a la surface I x~ = 0 ne contiennent aucun
de ces points .
Si nous considerons par ex . les deux espaces H' 11 ), 11'32', dont les equations
sont
x,-x2 =0 x,+x2 =0
on voit que chacun d'eux contient huit points differents du groupe (1) . Done :
Theoreme LXXXIV. Si d'un point quelconque en R,, par ex. du point
unite, on change les signes des eoordonnees de toutes les manieres possibles,
on obtient 16 points (B),, . Les points sont situes $ a 8 respectivernent sur les
20 espaces
II3ik>,
II'3ik), tellement que deux de ces espaces correspondants les




Ces 16 points sont aussi situes 4 a 4 sur 40 plans, qui passent 10 a 10
par chacun d'eux .
1 1 1 1 1 1 9 1 1--1 -1 1
2 -1 -1 1 1 1 10 1 1 -1 1 -1
3 -1 1 -1 1 1 11 1 1 1 -1 -1
4 -1 1 1 -1 1 12 -1 1 1 1 1
(1)
5 -1 1 1 1 -1 13 1 -1 1 1 1
6 1 -1 -1 1 1 14 1 1 -1 1 1
7 1 -1 1 -1 1 15 1 1 1 -1 1
8 1 -1 1 1 -1 16 1 1 1 1 -1 .
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Les couples de points
1,12 ; 2,13 ; 3,14 ; 4,15 : 5,16 ; 6,11 ; 7,10 ; 8,9
soot situes sur 8 droites passant par le sommet Ao' de la pyramide fondamen-
tale, done :
Theoreme LXXXV. Les 16 points de (B), 0 sont situes deux a deux sur
5 .8 droites passant 8 a 8 par les sommets de la pyramide fondamentale .
44. Des theoremes du n.° 9 on deduit :
Theoreme LXXXVI. Les 120 points qu'on obtient en permutant les eoor-
donnees d'un point S0 dans l'espaee R4 sont situes deux a deux sur 10 .60
droites, qui passent 60 a 60 par les points Poi ) . Les deux points sur une do
ces droites sont divises harmoniquement par le point Poi 11 ) et par l'espaee cor-
respondant 113ik)
Theoreme LXXXVII. Les 120 points du groupe
(50)120 sont aussi situes
deux a deux sur 15 .60 droites, qui coupent 60 a 60 ehaeune des 15 droites
P("R ) ( y d) et le plan correspondant M"M"') en deux points. Ces points divisent
harmoniquement les deux points do
(S0)120 .
Theoreme LXXXVIII. Les 120 points du groupe (So ),20 sont situes 6 a
6 sur 200 plans, qui passent 20 a 20 par les droites ou l'espaee unite ren-
contre les faces planes de la pyramide fondamentale . Les 6 points d'un tel
plan song situes sur une conique et ont les memes proprietes que celles du
groupe
(S0)0 du § 2 .
Its sont aussi situes 24 a 24 stir 25 surfaces du 2d degre a 2 dimensions,
dont les espaces a 3 dimensions passent 5 a 5 par les plans d'intersection de
t'espace unite avec les faces de la pyramide fondamentale . Les 24 points d'une
telle surface ont les memes proprietes quo celle du groupe (S0)24
du paragraphe
precedent .
45. Du groupe I et du theor~me XXIII on deduit :
Theoreme LXXXIX. Si l'on opere sur un point S, de R 4 l'homographie
cyclique (12345) on obtient 5 points d'un cycle projectif. Les points doubles
de l'homographie sont le point unite et 4 points qui ont pour coordonnees les
racines 5.3 do l'unite.
Pour le groupe II on a :
Theoreme XC. Si l'on opere sur un point So successivement une involu-
tion, par ex . (12), et l'homographie cyclique (345) on obtient un groupe de 6
points, qui sont situes deux a deux sur 3 droites passant par le point Pot'
et qui forment deux cycles projectifs de 3 points .
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Avec les 120 points du cycle (S0)120 on peut former de dix manieres dife
rentes 20 de ces groupes .
Pour le groupe III on obtient :
Theoreme XCI. En appliquant au point S O successivement t'involution
(12)(34) et l'homographie e yclique (345), on obtient un groupe de 6 points,
qui sont situes deux a deux sur 3 droites rencontrant 3 a 3 les droites Pi 2 '(-1 ",
pii4)(35)' pi14)(45)
et les plans correspondants 11(, P ) O s) . Its forment aussi deux
cycles projectifs de trois points .
Avec les 120 points de (S0 ) i40 on peut former de 10 manieres differentes 20
de ces groupes .
Pour le groupe IV
Theoreme XCII. En operant sur un point S, successivement les deux in-
volutions (12)(34) et (35), on obtient un groupe de 12 points, situes deux a
deux sur 24 droites, qui passent 6 a 6 par les points Pp 1E ', Po", P(5', P(5'
Its sont situes aussi deux a deux sur 10 droites, qui coupent 6 a 6 les droites
pi12)(3!) ' pii4)(35) ' pi 4)(45)
et les plans correspondants 12j ils forment quatre cy-
cles projectifs de 3 points .
Du groupe V
Theoreme XCIII. En operant sur le point S0 successivement l'involution
(12)(35) et l'homographie cyclique (1325) on obtient 20 points .
Ces 20 points sont situes deux a deux sur 50 droites, qui coupent 10 a 10
les 5 droites P( 11 P ) W) et les plans correspondants If donnes par les 5
involutions de la forme («(3) (y a) du groupe V. Its forment aussi 4 cycles pro-
jectifs de 5 points .
Avec les 120 points (S,),,, on peut former de 6 manieres di
f ferentes 6 de
ces groupes .
En egalant a zero les 6 fonctions y on obtient 6 surfaces a 3 dimensions
du 4" degre, qui representent le groupe V .
De meme pour le groupe VI. Pour le demi-groupe on a :
Theoreme XCIV. En operant sur le point (Se) successivement les deux
involutions (12)(34), (23)(45), on obtient un groupe de 60 points (SO )so .
Le
groupe (S0) i20 se decompose en deux de ces groupes (S,)',,
(S0)e0
qui sont homo-
logiques de 15 manieres differentes, les points P (ik et les espaces II,1 k) et¢nt
centres et espaces d'homologie .
Et finalement pour le groupe total on voit qu' en operant sur le point SO
successivement l'involution (12) et l'homographie cyclique (12345) on obtient
tous les points du groupe .
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On deduit aussi des theoremes du n .° 14 qu' un groupe quelconque de 120
points
(S0),20
est toujours suue sur une surface du 2 1 degre du faisceau
Ix'-~-lsxjxk-0
et ainsi de suite .
INTERPRETATION DAYS L ' ESPACE UNITE
ET DANS UN
ESPACE I TROIS DIMENSIONS QUELCONQUE
.
46 . Si nous supposons qu' un point TO soit siue dans l' espace unite, ses
coordonnees y,, y2 , . . ., y 5 doivent satisfaire a la relation
y,+ y2+ y3 + y4+ Y5 = 0
. (1)




o> o o 0 0 o~ o~ 0
Po", P('', Po51 , qui soot situes 6 a 6 sur 5 plans, c'est a dire sur les plans
oiI 1'espace unite rencontre les faces a trois dimensions de la pyramide fonda-
mentale daps R, .
Considerons analoguement au n .° 39 la surface
x 1 -f"x2 `i- x 3 -f-x,+ x 5 = 0, Y. x,;=0 (2)
par laquelle passent toutes les surfaces du faisceau determine par les groupes
de R, . L'equation (2) peut s'ecrire aussi sous la forme
1x
° + 2 xZ xk = 0 i, k =1, 2, 3, 4 . (3)
Theoreme XCV. Un point quelconque TO de la surface (2), que j'appelle
fondamentale, donne un groupe
(T0),20
inscrit a la surface . Cela n'a pas lieu
pour tout groupe
(T0)120
situe sur l'espaee unite.
Les plans polaires des 10 points Po h 'c ) par rapport a la surface fondamentale
ont leurs equations de la forme
xi- xk = 0 . (4)
Il n' est pas difficile de voir que ce sont precisement les plans d' intersection
des espaces HIM, passant par le point unite, avec 1'espace l xi = 0 . Les 10
plans (4) se coupent 6 a 6 en 5 points, PI II) Po s' Po s' Pp6' Pos' dont les coor-
donnees sont :
(-4 1 1 1 1), (1 -4 1 1 1), (1 1 --4 1 1),
(1 1 1- 4 1), (1 1 1 1- 4).
(S0)120
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Ces points sont les poles des faces du pentaedre fondamental, oul sont situes 6
a 6 les 10 points Poi). Ces 5 points forment done un pentagone gauche de
l'espace unite, qui est conjugue par rapport a la surface fondamentale ainsi
que le pentaedre fondamental .
po ints
les 10 oints P" 11 ) et les 5 oints P `i8' P`26'
_P'31,)
P` 46' Pf56' forment
p
o
o o o o o
dans 1'espace h 3 dimensions la figure analogue a cello que nous avons trouvee
au n.° 39 . Si nous designons le plan polairo de P" 2 ' par le symbole 11 2 ', on
voit qu' it passe par les points P`34,
P'35' P`36' P`45' P`46'
P 56) • it en est de
meme pour les plans polaires des autres points P("~
)
(a, R =1, 2, 3, 4, 5, 6) .
Je remarque aussi que les 15 points P ('A sont situes 3 a 3 sur 20 droites
qui contiennent les trois points Po'`~), Poi"'), P(- -') et qui passent 4 A 4
par les 15 points Po"F ) . Ces 20 droites sont situees a leur tour 4 a 4 sur les
15 plans II 2 . Done :
Theoreme XCVI. Les 15 points Po"0 de l'espaee unite a trois dimensions
(a, p==1, 2, 3, 4, 5, 6) sont situes 3 a 3 sur 20 droites
Dsz~i1
et 6 a 6 sur
leers plans polaires II2par rapport a la surface fondamentale .
Les 20 droites D, passent 4 a 4 par les 15 points Poet sont situees 4
a 4 sur les 15 plans II2v~} .
Les 15 points PoP10) et les 15 plans112" ~1 forme ntZtine firereciproque
d'elle-merne par rapport et la surface fondamentale . Elle est analogue a la
figure complete de deux tetraedres homologiques, de meme qu'une figure II de
l'hexagra-mine constitue la figure complete de deux triangles homologiques dans
le meme plan (1) .
The'rreme XCVII. La figure precedente se decompose en 6 groupes d' un
pentaedre et d'un pentagone complets, qui Wont commun aucun sommet, ni
aucune face, et qui, pris ensemble, constituent la figure entiere . Cc pentagone
et ce pentaedre sont eonjugues et polaires reeiproques par rapport et la sur-
face fondamentale (2) .
La figure que nous venous de considerer n'est pas identique 4 la figure ge-
nerale complete de deux tetraedres homologiques, car la surface fondamentale
rencontre les 10 droites D{ , oh sont situes les premiers dig points Pazk ), (i,
k=1, 2
)
3, 4, 5), aux points (r 3 ), dont trois coordonnees soot les racines cubi-
( 1 ) Voir A., Behandlung der project. Verhaltnisse, etc. Math . Annalen, vol. 19 .
(') Voir A ., Math. Annalen, 1 . c ., p. 192, § 5 . Polar figuren in Bezug auf eine (n- 1)
dimensionale F; _ : .
Annali di Matemaiica, tomo XI. 23
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ques de 1' unite et les deux autres sont nulles . La surface passe aussi par les
points des groupes (r,), (r5), oh r, et r5 sont racines primitives 411- et 5-88 de
1' unite .
Les points du groupe (r3) sont au hombre de 20
Au moyen de cette surface et de 1' icosaedre, M . KLEIN a resolu 1' equation
du 5" degre (*) . Cependant it n' a donne aucune indication sur 1' etude des
groupes de 5 lettres, comme nous l' avons fait ici . Je cite ce travail tres im-
portant de KLEIN, pour montrer que les recherches, qui nous occupent dans le
present travail, ont aussi un grand interet en algebre .
47 . Pour etudier maintenant les proprietes des 120 points d'un groupe
(T0)i20,
situe dans l'espace unite, it suffit de suivre la meme methode que celle
suivie pour le cas n = 4 .
Nous trouvons
ThMoreme XCVIII. Les 120 points (T0),20 sont situes 2 a 2 sur 10 .60
droites, passants 60 a 60 par les 10 points P ( ik) (i, k=1, 2, 3, . . . 5) . Deux
points sur une telle droite sont divises harmoniquement par le point Pk) eto
par le plan fl ) correspondant .
Si nous considerons l'involution (12)(34), on sait alors que dans l'espace R,
les deux points que 1' on deduit d' un point quelconque S 0 sont situes sur une
droite, qui coupe
P,i2)(34)
et le plan correspondant Ih 2 )`34 ' .
Or, en projetant par le point unite sur 1'espace l xi = 0, les deux points sont
projetes en deux points d'un groupe (T0)120,
car les groupes
(T0),20 de 1'espace
lxi=0 peuvent titre consideres comme la projection des groupes (S0)120 de R,
faite par le point unite. Ces deux points sont situes sur une droite, qui coupe
la droite P"1 1") et la droite d' intersection de 1 xi = 0 avec le plan
IT'11,131),
puisque ce plan passe par le point unite. Done :
Theoreme X CIX. Les 120 points (T0),20
d'un groupe Bans 1 xi = 0 sont
situes deux a deux sur 10 .60 droites, qui rencontrent 60 a 60 les 10 droites
P("P ) (') et les droites IT, d'intersection de E xi = 0 avec les plans correspon-
dants IIE" Les deux points sur une telle droite sont divises harmonique-
ment par les droites P 1 , IT, .
Si le point R
O
de projection est un point quelconque, it est clair que ce
(*) Math. Annalen, vol . 12, pag. 545 . Eine neue AuflWsung der Gleich . 5 °". Grades.
n n (r,) n 30
n n (rb) n 24.
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theoreme n'a pas lieu, parce que les plans IIQ"~~~~
d )
ne passent pas par R,, .
Dans ce cas, on obtient dans 1'espace R 3 , oii l'on projette, une pyramide quel-
conque de 5 sommets ,Ap', . . . , IA, ' =,(A). Sur ses aretes it y a 10 points P(
k)
et 10 points X(ok), tels que
iP((ik),





Les 10 points 1P(ik' sont situes 3
a 3 sur 10 droites, qui forment 5 qua-
0
drilateres, et 6 a 6 sur 5 plans. Les 20 points
,Poik) iP'(ik)
sont encore situes
3 a 3 sur 30 droites, qui forment avec les 10 premieres 10 quadrilateres .
Si nous projetons les 16 points (B)i6 (theor. LXXXIV) sur R, on obtient
un groupe de 16 points 1(B),,, qui sont situes deux a deux sur 40 droites
passants 8 a 8 par les 5 sommets ,Aos', . . ., A0 de ,(A) .
Si 1'on fait la projection de ce groupe par le point unite sur 1'espace unite,
ces 16 points etant 8 a 8 sur les espaces
x2-xk=0 (1)
on a :
Theoreme C. En projetant le groupe (B) i6 du point unite, on obtient sur
l'espace unite 15 points [car le point unite est lui-meme un point du groupe
(B),,], qui sont situes 7 a 7 sur les 10 plans oic les espaces (1) coupent Ixi=0,
c'est a dire sur les 10 plans polaires IT, des 10 points Poik> par rapport a
la surface fondamentale .
Si nous considerons les trois espaces
x,-x2=0, xi-x3=0, x2-x3=0 (2)
ils passent par un plan, puisque les trois points correspondants Poi 2', Po3 ', Po3'
sont situes sur la droite, oh I xi = 0 rencontre la face A"") do la pyramide
fondamentale en B, . II est facile de voir sur le tableau des points (B), 8 (n.° 43),
que les trois espaces (2) contiennent respectivement les points
1, 2, 9, 10, 11, 14, 15, 16 ; 1, 3, 7, 8, 11, 13, 15, 16
1, 4, 5, 6, 11, 12, 15, 16 .
On voit done que les points 1, 11, 15, 16 sont situes sur un plan et que les
projections sur Exi=0 de 11, 15, 16 sont situees sur une droite, qui est une
des aretes du pentagone forme par les dix plans II (*) .
(*) C'est is dire que les 15 points sont donn 4s par les 5 sommets de ce pentagone et leg
10 points de rencontre de ses cotes avec les faces oppos6es .
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Les groupes de 120 points (T0), 20 Bans 2:xi =0, ou bien Bans un espace quel-
conque R3,
ont communes leurs propriete's, qui de'rivent du theor . LXXXVII.
On peut etudier leurs groupes de la meme maniere que nous avons traits
les groupes (T0 ),, sur le plan dans le paragraphe precedent .
PROJECTION SUR UN PLAN R2 .
48. Pour projeter les figures de 1'espace R, sur un plan R 2 it faut pro-
jeter par une droite R,, qui ne coupe pas R2 . On deduira ainsi, de la pyra-
mide fondamentale Ao', . . ., A un pentagone A"', et des rou es de2 0 , . . .,
2 0g P
120 points (S,),,,, dont les proprietes se deduisent facilement des theoremes
precedents. Les configurations qu' on obtient dans R2 sont naturellement une
expression geometrique de la theorie des substitutions do 5 lettres .
En donnant a la droite de projection R,, ou bien au point R 0 de projection
sur un espace R3 , des positions speciales par rapport a la pyramide fondamen-
tale en R,, on a, d'apres le iheoreme XXXVII :
Theoreme CI. Pour chaque pentagone ou tetraedre Bans R 3j ou bien pour
chaque triangle, quadrangle, pentagone complet Bans le plan, on obtient des
configurations de la meme classe, qui sont une expression geometrique de la
theorie des substitutions de 5 lettres .
§ 5 .
Groupes des substitutions do 6 lettres
en relation avec les groupes de 1'hexagramme mystique .
49 . Former les groupes des substitutions de n lettres est un des problemes
les plus difficiles de la theorie des substitutions, et it est, en general, loin d'etre
resolu. Cependant, daps des cas particuliers, on pout, ou par une methode, ou
par 1' autre determiner des groupes ; c'est ainsi, par ex ., que SERRET a trouve
les fonctions de 4, 5 lettres et les 6 fonctions de 6 lettres. Mais nous n'avons
pas seulement besoin des fonctions et de l'ordre des groupes qu'elles represen-
tent, nous aeons besoin aussi de connaltre la forme des substitutions d'un groupe,
afin d'en tirer ensuite des consequences pour nos figures geomstriques ; comme
nous venons de le faire pour n = 4, 5 .
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Pour trouver les grouper principaux de 6 lettres et les grouper qui y sont con-
tenus, nous nous appuierons sur la connaissance des groupes de l'hexagramme
meme . J'en donnerai seulement les resultats, comme pour n = 4, n = 5 ; on aura
en tout cas presque toujours une verification geometrique daps l'hexagramme,
si 1' on tient compte de la notation que j' ai donnee au § 1 de ce chapitre .
Pour dtablir les substitutions je pars toujours de 1' hexagone 123456 .
GROIIPES DES TRIANGLES
Dap, DES DROITES DE STEINER-PLUCKER
ET DES POINTS DE SALMON .
I. Il y a daps l'hexagramme 15 triangles D ap (n .° 22) ; ces triangles re-
presentent un groupe de 48 substitutions . Si nous considCrons, par ex ., le triangle
Ale-12 .34 .56, on a le groupe suivant :
1, (12)(34), (12)(56), (34)(56), (13)(24), (14)(23), (1423)(56)
(1324)(56), (15)(26), (1625((34), (16)(25), (1526)(34), (35)(46)
(12)(3645), (12)(3546), (36)(45), (135)(246), (145)(236), (146)(235)
(136)(245), (153)(264), (164)(253), (163)(254), (154)(263)
(12), (34), (56), (12)(34)(56), (1324), (1423), (14)(23)(56)
(13)(24)(56), (1526), (16)(25)(34), (1625), (15)(34)(26), (12)(35)(46)
(3645), (3546), (12)(36)(45), (135246), (145236), (146235)
(136245), (153264), (164253), (163254), (154263) .
Dans ce groupe, it y a 24 substitutions paires et 24 impaires . Les 48 permu-
tations obtenues, en partant de l' hexagone 123456, sont les suivantes
123456, 345612, 561234 ; 214356, 435621, 562143 ;
213465, 346521, 652134 ; 124365, 436512, 651243 ;
341256, 563412, 125634 ; 432156, 564321, 215643 ;
342165, 653421, 216534 ; 431256, 654312, 126543 ;
432165, 654321, 216543 ; 341265, 653412, 126534 ;
431256, 564312, 125643 ; 342156, 563421, 215634 ;
214365, 436521, 652143 ; 123465, 346512, 651234 ;
213456, 345621, 562134 ; 124356, 435612, 561243 .
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Or, d'apres le premier tableau des 6 figures 11 et d'apres le n.° 23, on voit que






A12A45) A12A16 ; A12A23) Ai2A247 A12A251 A12A26) (1)
qui forwent les deux quadrilateres des deux figures I et II, dont les totes se
rencontrent deux h deux sur les totes du triangle , et aux 4 points de STEINER
G123, G424, G425, G,,,
de la droite de STEIirER-PLiiCKER G12 .
Ce groupe peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (3645) et
(135246). Il trans forme le triangle A,2 en lui-meme, de meme que l'ensemble
des deux quadrilateres (1) et la droite de STEINER G, 2 et le point de SALMON S12 .
Dans le groupe total it y a 15 de ces groupes .
Ce groupe peut titre represents par la fonction
Ai2 = xi x2 + x3 x4 + x5 X6 .
(2)
On a done 15 fonctions du 2d degre A q, qui correspondent aux triangles A
de l'hexagramme . 11 est clair que ces fonctions jouent dans la theorie des subs-
titutions de 6 lettres un role analogue h celui des triangles D ap dans la tbeorie
de 1' hexagramme .
II. Les 24 substitutions paires du groupe I forment naturellement aussi
un groupe ; it est donnd par les 24 premieres substitutions et par les 24 pre-
mieres permutations du groupe I . Ces dernieres correspondent 3 4 3 aux
droites de PASCAL des deux quadrilateres des deux figures 1, II .
Ce groupe peat titre engendre par deux substitutions, par ex . (12)(34),
(15 2 6) (3 4) . Ce groupe est le seul que l'on rencontre dans le groupe I .
GROUPES DES DROITES DE PASCAL ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [Zz]2
m
ET DES DROITES Z DES SYSAMES [Zc ~ 2m+{ .
50. Soit, par ex ., donnee la droite p345 =12 3 4 5 6 = A,, A,3, elle represents
le groupe :
III . 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432), (16)(25)(34), (15)(24), (14)(23)(56), (13)(46),
(12) (36)(45), (26)(35) .
Ce groupe contient douze substitutions qui correspondent aux douze permuta-
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tions de la droite de PASCAL . Il peut titre engendrd par les deux substitutions
(1234 -06), (13) (46) . Il contient 6 substitutions paires et 6 impaires .
Si au lieu de considerer la droite &2013 on considere la droite
A ,3A23,
qui
a pour triangle A le triangle A,, (n.° 23), on voit que le groupe qu' elle re-
presente, en partant de 1' hexagone 16 3 2 5 4, est contenu dans celui qui corres-
pond au triangle A 1 2 . Nous aeons vu qu' it y a quatre droites de PASCAL, qui
ont le meme triangle A, 2 , ce sont :
A13 A23, 1 14 A24, A15 025, e i6 L26 .
Les grouper qui representent ces 4 droites, si l'on part non pas de la permu-
tation 123456 mais d' une quelconque de leurs permutations, appartiennent au
groupe I du triangle A12 .
Si l'on applique les substitutions du groupe III h une autre droite de PASCAL,
qui ne soit pas
X12013, on obtient douze permutations, qui n'appartiennent pas
h la meme droite de PASCAL .
Dans le groupe total, it y a done 60 groupes III, qui sont contenus 4 A 4
dans les 15 groupes I.
Cette decomposition des groupes nous sera tres utile pour l' interpretation
geomstrique .
Nous aeons vu aussi (n.° 28) que les trois droites v 1Y , qui se rencontrent au
point
Z345.2,







Si nous appliquons a ces symboles les substitutions du groupe III, ce groupe
de 3 droites v 12 reste invariable ; done le point
Z35 .2
reste aussi inalerd On
4
peut le representer, en consequence, par le symbole A12A13 de la droite corres-
pondante de PASCAL .
Le groupe de la droite de PASCAL pout titre represents par la fonction
(XI X2 + x3 x4 + x5 x6) (x1 x6 + x2 x3 + x4 x5) _ A12 A13
IV. Le groupe des 6 substitutions paires de la droite de PASCAL A S4 013 est
1, (13)(46), (26)(35), (135)(246), (153)(264), (15)(24)
(*) Au n.° 28 nous aeons trouv4 les symboles des droites v, 4f qui passant par le point
Z3s.2 ; on en dAduit le symbole des droites v,, passant par le point Zi45 .2 en changeant Vin .
dice 1 avec 2 .
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qui pout titre engendre par deux substitutions, savoir : (13)(46), (26)(35),
ou bien (135)(246), (13)(46) .
Si nous operons les substitutions de ce groupe sur l'hexagone 163254 de la
droite
013023,
on obtient 6 permutations, qui correspondent trois a trois aux deux
droites
0,3023, A12A23 .
Done tie groupe laisse inaltere le point de STEINER
G12R
V. 1, (123456), (135) (246), (14) (25) (36), (153) (264),
(165432) .
• groupe contient 3 substitutions paires et 3 impaires, et it est engendre par
la substitution cyclique (123456) .
VI . 1, (135) (246), (153) (264) .
• groupe contient les 3 substitutions paires du groupe precedent, et it est en-
gendre par (135)(246) .
VII . 1, (13) (46), (14) (25) (36), (16) (25) (43) .
Ce groupe contient 4 substitutions du groupe III, et it epout We engendrdpar
deux quelconques des trois dernieres substitutions .
On voit aussi qu'il contient deux substitutions paires et deux impaires .
Dans le groupe III it y a 6 de ces groupes .
51 . Dans ce num6ro nous donnons d' autres groupes, qui soot contenus
dans Ie groupe A,, .
VIII. 1, (12) (34), (12)(56); (34) (56) .
• groupe contient 4 substitutions paires, qui appartiennent au groupe I. Il
peat titre engendre par deux quelconques des trois dernieres substitutions . Le
groupe I contient un seul de ces groupes .
Les 4 permutations soot
123456, 214356, 213465, 124365,
qui correspondent aux droites
412413, 4 12414, A12A15, 12416
de la figure I . Ce
groupe laisse par suite inaltere le quadrilatere forme par ces quatre droites.
IX. 1, (12) (34), (1625)(34) ; (12) (56), (1526) (34),
(16) (25), (34)(56); (15) (26) .
• groupe contient 8 substitutions paires du groupe de A12, et it peut titre
engendre par deux substitutions, par ex . (12) (34), (1.625) (34) . Dans le groupe I
it y a 3 de ces groupes .
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Les 8 permutations sont
123456, 654312, 213465, 564321, 214356,
653421, 124365, 563412,
qui correspondent respectivement aux droites des deux quadrilateres des deux
figures II I et 11. Ce groupe laisse done aussi inaltdrds la droite de STEINER-
PLUCKER et le point de SALMON .
X. 1, (12), (34)(56), (12)(34)(56) .
Ce groupe contient deux substitutions paires et deux impaires du groupe
et it peut titre engendrd par deux quelconques des trois dernieres substitutions .
Dans le groupe 0,, it y a 3 de ces groupes .
Les 4 permutations
123456, 213456, 124365, 214365
correspondent aux droites du quadrilatere de la premi5re figure, que noes avons
considers plus haut .
XI. 1, (12), (3645), (34)(56), (3546), (12)(3645) ;
(12)(34)(56), (12)(3546) .
Ce groupe contient 4 substitutions paires et 4 impaires du groupe 0,,, et it
peut etre engendrd par deux substitutions, par ex. (12) (3645). Dans le groupe
A,, it y a 3 de ces groupes .
Les 8 permutations soot :
123456, 213456, 126534, 124365, 125643,
216534, 214365, 215643
qui correspondent aux 8 droites de PASCAL des deux quadrilateres des figures
H I et II. Ce groupe laisse aussi inaltdrds la droite G, 2 de STEINER-PLiiCKER
et le point de SALMON 5, 2 .
XII. 1, (12), (14) (23) (56), (56) (1423), (1324) (56),
(34), (13) (24) (56), (12) (34) .
Ce groupe contient 4 substitutions paires et 4 impaires. Il peut elre engendrd
par deux substitutions, par ex. (12), (14)(23)(56) . Dans le groupes e, 2 it y a
3 de ces groupes .
.Annali di Mateniatica, tomo %I . 24
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Les 8 permutations qu'on obtient de 123456 sont :
123456, 213456, 432165, 342165, 431265,
341265, 124356, 214356,
qui correspondent aux droites de PASCAL des deux quadrilateres des deux fi-
gures I et If, dont les totes se coupent respectivement sur les totes du triangle
X12 . Done tie groupe laisse aussi inaltercss la droite G,, et le point 5 ,2 .
XIII . 1, (1423)(56), (12)(34), (1324)(56) .
Ce groupe contient les 4 substitutions paires du groupe XII et it peut titre
engendrd par la substitution (1423)(56) . Dans le groupe I it y a 3 de ties
groupes .
Les 4 permutations
123456, 431265, 214356, 342165









XIV. 1, (12), (135246), (154)(263, (12)(34)(56)
(145)(236), (164253), (135)(246), (154263), (34)(56), (145236)
(164)(253), (146)(235), (163254), (136245), (153)(264)
(153264), (12) (34), (163) (254), (56), (12)(56); (146235)
(34), (136) (245) .
Ce groupe contient 12 substitutions padres et 12 impaires du groupe 0 12 , et it
peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (12), (135246) .
On ne peut former avec les substitutions de 012 qu' un seal de ces groupes.
Les 24 permutations en partant de l'hexagone 123456 sont :
qui correspondent aux huit droites de PASCAL des deux quadrilateres des deux
figures I et II. Ce groupe transforme done en eux-memes la droite G,2 et le
point S12 .
XV. 1, (12) (34), (135)(246), (153)(264), (146)(235),
(154) (263), (145) (236), (164) (253), (163) (254), (12) (56),
(34)(56), (136)(245) .
123456, 345621, 562143, 214365, 436512, 651234,
213456, 345612, 561243, 124365, 436521, 652134,
435621, 652143, 346512, 561234, 562134, 214356,
651243, 123465, 213465, 435612, 124356, 346521,
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Ce groupe contient les 12 substitutions paires du groupe precedent, el it peut
etre engendrg par deux substitutions, par ex . (1 2) (34), (135)(246) . On ne peut
former avec les substitutions de d ie qu'un seul groupe semblable.
Les 12 permutations sont :
qui correspondent aux 4 droites du quadrilatere de la premiere figure II .
GROUPES DES POINTS DE STEINER ET DES DROITES DE LAYLEY .
52 . Soient donnes les deux points de STEINER G 1E3 G456, qui sont representes
par le symbole
12 34 56
45 61 23 (n.° 24)
36 25 14
(1)
ou bien chacun respectivement par les symboles D12Di3&3, L45046056 .
Les deux points
G123 G456,
ou mieux les 72 permutations correspondantes aux
6 droites de PASCAL, qui passent trois a trois par ces deux points, forment
un groupe de 72 substitutions, savoir :
XVI. 1, (135) (246), (153) (264), 15) (24), (13) (46),
(26) (35), (35) (46), (15)(26), (13) (24), (135) (264), (153), (246),
(264), (135), (153) (246), (15) (46 ~, (13) (26), (24) (35), (1256) (34),
(14)(2365) ; (1632) (45), (16) (2345), (14)(2563) ; (12) (3654),
(1436) (25), (16)(23) ; (12) (3456), (1236) (45), (1634) (25),
(1432)(56), (16)(2543', (1234)(56), (1452)(36), (1456)(23),
(1254) (36), (1652) (34),
(123456), (14)(25)(36), (16)(54)(32), (16)(25)(34), (14)(23)(56 ;,
(12)(36)(45), (125436), (165234), (145632), (145236), (163254),
(12) (34) (56), (16)(23) (45), (125634), (143652), (143256), (123654;
(163452), (35), (15)(246), (13)(264), (135)(24), (153)(46), (26),
(246) '35), (15)(264) ; (13), (135) (26), (153)(24) ; (46), (264) (35),
(15), (13)(246), (135)(46), (153)(26), (24),
123456, 345612, 561234, 214356, 435621, 562143,





Veronese : Interpretations geometriques
Les 6 droites de PASCAL qui passent par G,2, et G456 sont
Ce groupe contient 36 substitutions paires et 36 impaires. Il pent titre en-
gendre par deux substitutions, par ex . (35), (1256)(34) ou (13), (123456) . h
y a, dans le groupe total, 10 de ces groupes .
Si l'on effectue les substitutions de ce groupe sur un hexagone correspondant
h une droite de PASCAL, qui ne passe ni par G, 2 ,, ni par G,,,, on obtient 72
permutations, qui ne correspondent pas aux 6 droites de PASC .I L de deux points
conjugues de STEINER. En effet, en operant la substitution (35), par ex. sur
l' hexagone 13 5 2 6 4 de la droite pf2, passant par le point G„ 5 (§ 1 de ce
chapitre) on obtient l' hexagone 15 32 6 4 de la droite p",, qui passe par le
point G124 .
XVII. Les 36 substitutions paires du groupe precedent forment un gToupe,
qui pent titre aussi engendre par deux substitutions, par ex . (1256)(34), (15)(24),
ou (1256)(34), (12)(3456) .
Si nous considerons le groupe XII comme engendre par le deux substitu-
tions (13), (14)(23)(56), on obtient un groupe de 8 substitutions, contenu dans
le groupe XVI. Dans ce groupe, it y en a 9 semblables, qui dependent des
(135), (264), (135)(264), (153), (246), (163254), (12)(34)(56),
(145236), (26) (35), (15) (24), (13)(46), (16) (25) (34), (14) (23) (56),
(12)(36)(45) .
Ce groupe contient 18 substitutions paires et 18 impaires . Il peut titre en-
gendre par deux substitutions, par ex . (123456), (13)(24) .
Les 36 permutations, que l'on obtient en partant de l'hexagone 123456, cor-
respondent precisement aux 36 hexagones des 3 droites de PASCAL, qui passent
par le point
G,23 .
A12 d„=123456, L 223=125634, 163254
A, 5 046 =125436, 145632, A,6A56=165234 .







(153)(264), (165432), (13)(24), (145632), (35)(46), (125436),
(15)(26), (165234), (143256), (163452), (123654), (15)(46),
(24)(35), (13)(26), (125634), (16)(23)(45), (143652), (153)(246),
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Dans le groupe XVI, it n'y a qu'un seul de ces groupes .
Le point de STEINER
G,23
a pour symbole &2L13A23 (n.° 24), done on pent
representer le groupe XVIII par la fonction
(x,x24 -'x3x4+x5x6)(x4x5+x6xt+X2x3)(xBx6+x2x5+xix4) = A12AMA23 ( 2)
tandis que le point conjugue G 456 est represents par la fonction
(x,x2+x4x5'+'x3x6)(x3x4+x6x,+x2x5)(x5x6+x2x3+x,x4)=A45Q46 056• (3)
Nous appelons ces deux fonctions : deux fonctions conjuguees .
Le produit de ces deux fonctions repr4sente le groupe XVI .
Nous avons vu, au n .° 27, que les deux droites de CAYLEY
c123,








Or, comme le groupe XVI transforme le groupe des 6 triangles
A,,A,3A23,
A45 A46 A56
en lui-meme, de meme le symbole (4) se transformera en lui-meme ;
done le groupe XVI transforme en lui-meme le couple des deux droites de
CAYLEY
C,23, c156,
de meme que la conique l i35 , qui a pour triangles conjugues
les triangles 135, 246 des 6 points fondamentaux.
XIX. Le groupe des 18 substitutions paires du groupe XVIII peut titre
engendre par deux substitutions, par ex. (135), (246).
Ce groupe contient 9 substitutions paires et 9 impaires, it peut titre engendre
par deux substitutions, par ex . (35), (153)(264). On a dans le groupe XVI
deux de ces groupes, qui correspondent aux deux groupes des substitutions
(13), (15), 35) ; (24), (26), (46) .
Les 18 permutations que l'on obtient en partant de I'hexagone 123456 sent :
qui correspondent aux 6 droites de PASCAL passant par G,23
et G4,, .
(4)
123456, 561234, 345612, 543612, 321456, 165234 .
521436, 163254, 365214, 143652, 541632, 325416,
563214, 145632, 341652, 523416, 125436, 361254,
XX. 1, (35), (153)(264), (135)(246), (15)(246), (13),
(264)(35), (153), (264), (135)(264), (246), (153)(246), (135),
(15)(264), (246)(35), (13)(246), (13)(264), (15) .
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XXI . Les 9 substitutions paires du groupe precedent peuvent titre engen-
dr •ces par deux substitutions par ex . (135)(246), (135)(264) .




Ce groupe tr •ansforrne en lui-meme le point de STEINER
G123
et naturelle-
ment aussi le point conjugud
XXII. 1, (35), (15)(26), (153)(26), (13)(26), (135),
(15), (26), (26)(35), (153), (135)(26), (13).
Ce groupe contient 6 substitutions paires et 6 impaires, et it peut titre en-
gendre par deux substitutions, par ex . (35), (15)(26), ou (35), (153)(26) .
Dans le groupe XVI it y a 6 de ces groupes, comme on to voit en remar-
quant que to groupe XXII correspond a la substitution (135)(26), ou (153)(26)
.
Les 12 permutations, en partant de I' hexagone 123456, sont
L'lles correspondent aux 6 droites de PASCAL, qui passent par G123G4
.
XXIII . Le groupe des 6 substitutions paires du groupe precedent peat titre
engendrd par les deux substitutions (15)(26), (135) .
Les 6 permutations correspondantes, obtenues en partant de t' hexagone
12 3 4 5 6, appartiennent aux trois droites de PASCAL, qui passent par G123 •
GROUPES T1 ES 6 FIGURES 11 .
53. Consid6rons par ex. la figure I. Nous avons vu (n .° 26) que cette
figure peut We repr4sentde par le symbole
12 .34 .56
16 .23-45
14-26-35 =012A1A4 i5A16 •
13 .25 .46
15-24-36
Elle se compose de 10 droites de PASCAL, qui donnent 120 permutations. Ces
120 permutations forment precisement le groupe suivant :
123456, 125436, 561432, 361452, 325416, 163452,
165432, 321456, 365412, 563412, 521436, 523416 .
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XXIV. 1, (135)(246), (153)(264) ; (15)(24) ; (13) (46),
(26)(35), (23564), (15,(36), (16243), (16435), (15623), (24)(16),
(13426), (14)(35), (15462), (15346), (14)(26), (13542),
(25)(46), (13265), (12453), (12645), (13)(25), (24653),
(34)(56), (145)(236), (136)(254), (165)(234), (14563), (25436),
(156)(243), (12364), (16352), (16)(23), (124)(356), (152)(364),
(126)(354), (15234), (14632), (146)(235), (154)(263), (12)(34),
(14256), (13654), (162)(345), (16)(45), (134)(256), (142)(653),
(12536), (16524), (132)(456), (136)(245), (164)(253), (12)(56),
(23)(45), (125)(346), (143)(265), (14325), (123)(465), (26345) ;
Ce groupe contient 60 substitutions paires et 60 substitutions impaires, et it
peut titre engendre par deux substitutions, par ex .
(14) (23) (56), (12453) .
Dans le groupe total, it y a 6 de ties groupes .
XXV. Le groupe des 60 substitutions padres du groupe precedent peat
titre engendre par deux substitutions, par ex . (26)(35), (12453) .







x5 x6) (x1 x6 + x2x3 t
x4
x=) (xl x4 + x2 x6 + x3 x5)
(x! x3 + x2 x5 + x4 x6) (xi
x5 + x2 x4
-i-
x3 x6) _ A18 A13 A14 0!S Ai6
(123456), (14)(25)(36), (165432), (16)(25)(34), (14)(23)(56),
(12)(36)(45), (132546), (126534), (1452), (145326), (1254),
(134652), (2365), (163245), (125643), (124365), (164523), (2563),
(154236), (1634), (143562), (1436), (162354), (156342),
(1246), (135264), (1532), (1526), (1324), (12)(35)(46),
(2534), (1465), (13)(26)(45), (1345), (146253), (2654),
(3645), (1625), (13)(24)(56), (136425), (1653), (2456),
(2435), (15)(23)(46), (1263), (1235), (152463), (2643),
(3546), (15)(26)(34), (1423), (142635), (1543), (2346),
(1356), (153624), (1642), (16)(24)(35), (1564), (1362).
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Cc sont precisement leg 6 fonctions donndes par J. SERRET
(*) .
Done :
Theoreme CII. Les 6 functions symetriques de
J . SERRET par rapport a
6 lettres, et qui ont 6 valeurs, donnent le meme groupe des 6 figures II de
chaque systeme [Zz],,,, de l' hexagramme .
En effet, leg points ZZ , Z3 , etc. e t leg droites z2 , z 3j etc. ont respectivement
leg memes symboles des droites de PASCAL et des points de KIRKMAN.
Si l'on applique leg substitutions de ces groupes a un hexagone qui n'ap-
partient pas a la figure I, on obtient 120 permutations, qui ne correspondent
pas aux 10 droites de PASCAL d' une meme figure II . Pour le constater, it
suffit d'opesrer la substitution (16243) sur I' hexagone (125634) de la droite p3
;5 ;
on obtiendra l'hexagone 645213 de la droite
P'134-
Il serait interessant d'J
ludier les proprietes de ces groupes des droites de PASCAL, qui en resultent,
par rapport a la conique f1 de la figure L Nous aeons vu, dans leg paragra-
phes precedents, qu' en permutant leg coordonnees d' un point on obtient des
involutions ou bien des homographies cycliques ; ici les droites de PASCAL, quii
derivent des 120 substitutions du groupe XXIV ne jouissent-elles done pas
de certaines proprietes polaires par rapport a la conique II de la figure I?
Les 10 droites de PASCAL de la figure I meme ont des proprietes polaires .
En existe-t-il ici de correspondantes? On peut se faire aussi la memo demande
pour tons leg groupes leg plus inter6ssants .
GROUPES DES POINTS DE KIRKMAN ET DES DROITES Z DES SYSTEMES [Zz]
2m
ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [ZZ] qm, i




qui correspond a la droite de PASCAL
(136425)= A, 5 A,, .
Les trois droites de PASCAL, qui passent par cc point, donnent 36 permutations ;
mais elles ne donnent pas un groupe, comme pour un des points de STEINER,
parce que 36 n' est pas un diviseur de 120 (**). Dans une figure II on a dix
(*) L. c .
(**)
On sait par la theorie des substitutions que I'ordre m' d'un groupe contenu dans un
autre d'ordre in doit etre un diviseur do m .
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points de KIRKMAN trouve que le groupe le plus grand r nsforme
le point de KIRKMAN en lui-meme est do 12" ordre. La droite do PASCAL se
transforme en elle-meme par le groupe III do 12 substitutions, mais celui ci
nest pas l' analogue de celui du point de KIRKMAN.
En effet, le groupe du point A,2A,3Ai4 est le suivant :
XXVI. 1, (26)(35), (56)(13)(24), (152463), (16)(45),
(126)(354), (14)(25)(36), (14)(23)(56), (12)(34), (162)(345),
(15)(23)(46), (136425) .
Co groupe peat titre engendrd par deux substitutions, par ex . (26)(35), (56)(13)(24)
et it contient 6 substitutions paires et 6 impaires du groupe XXIV.
Les 12 permutations obtenues, en partant do 123456, sent :
qui appartiennent aux droites de
PASCAL passant par le point
A12A13I 14 .
Il y a darts le groupe XXIV 10 tels groupes et Bans le groupe total 60.
XXVII. Les 6 substitutions paires du groupe precedent forment un groupe,
qui peat titre engendre par deux substitutions, par ex . (26)(35), (16)(45) .




sont representes par les memes symboles quo les points de
KIRKMAN. Done les groupes des points de
KIRKMAN
sont aussi les groupes qui
correspondent ,nux droites z,, z 4 , e tc. e t aux points Z2m+ , .









XXVIII. Le groupe de 360 substitutions paires peut titre engendre par
deux substitutions, par ex. (126), (12345).
Les 360 permutations que l'on obtient en partant d'un hexagone quelconque,
appartiennent 6 a 6 aux 60 droites de
PASCAL
.
Enfin nous avons :
XXIX. Le groupe total de 720 substitutions peut titre engendrd par deux
substitutions, par ex . (12), (123456).
Nous aeons done ces deux theoremes :
Thcoreme CIII. Les groupes de 3, 4, 5, 6 lettres considdrds peuvent titre
tous engendres par deux substitutions.
Annali di Matematica, tomo XI . 25
123456, 341265, 541623, 623541, 265341 456123,
432165, 214356, 614532, 532614, 356214, 165432
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TlzJoreme CIV. Tout groupe de 3, 4, 5, 6 lettres considdre, qui contient
des substitutions paires et impaires, les contient en egal nombre .
Ces grouper pour n = 6 et ceux que noun aeons trouves pour n = 3, 4, 5
sont la base de toute configuration analogue h cello de 1' hexagramme . On voit
aussi, en meme temps, que celui-ci n'est qu'une expression particuliere de ces
groupes. Nous obtiendrons maintenant des configurations, qui en soot une ex-
pression generale .
Les grouper, que noun venous de donner, sont aussi tres interessants pour
l'hexagramme lui-meme, comme noun l'avons dit au n .° 53, apres le theoreme CI .
§ 6 .
Interpr6tation g6om8trique dans l'espace Es
en correspondance avec 1' hexagramme .
55. Nous n' aeons plus maintenant qu' h exprimer georn6triquement les
consequences, qui resultent immediatement des grouper precedents, et nous ob-
tiendrons dans R, une veritable extension des groupes de l' hexagramme mys-
tique. Mais cette extension pout titre faite dans R 5 de differentes manieres,
d'apres le § 5 du premier chapitre .
En effet, si nous permutons les 6 coordonnees y,, . . . y,, d'un point So dans
R5f nous obtenons 720 points . Si sur les coordonnees on opere les 12 substi-
tutions du groupe III de la droite de PASCAL
A12 A13,
on obtient 12 points, qui
correspondent a cette droite .
Mais nous savons qu' it y a 120 points dont les coordonnees sont les 6 ra-
cines
6mes
de l' unite (n .° 5), et qui forment un groupe reduit de 120 points . Si
nous considerons les deux points





ou re , par ex. est =-r3 , Rant r3 une racine cubique de l'unite . Ce couple
se transforme en lui-meme par les 12 substitutions do la droite A,21,3; done
on peat faire correspondre aux 60 droites de PASCXL les 60 couples des 120
points (r e ) .
Nous aeons vu qu'aux 15 triangles A,p correspondent (n .° 49) 15 fonctions
Lap . Si nous posons ces fonctions == 0 nous obtenons 15 surfaces du 2`' degre
A 4 dimensions, qui representent les 15 triangles
Dap
do 1' hexagramme. Ces 15
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surfaces 4,,A dans R, jouent precisement un role analogue a celui des triangles
c1o dans 1' hexagramme. En projetant ensuite sur un espace a 4, 3 dimensions
et sur un plan nous obtiendrons des extensions de notre figure dans ces espaces .
On pout trouver aussi dans ces extensions 1' analogue a la conique, oh sont
situes les 6 points fondamentaux de l' bexagramme . En permutant les 6 points
de toutes les manieres possibles, la conique se transforme en elle-meme . Si nous
supposons donnee une courbe, ou une surface a 2, a 3, ou bien a 4 dimensions
dans R5 , qui passe par les 6 sommets de la pyramide fondamentale, et qui se
transforme en elle-meme par les permutations des 6 coordonnees, cette courbe
ou cette surface a 2, 3, 4 dimensions est dans l'espace R5 le representant de
la conique fondamentale de 1'hexagramme.
56. Avant de passer a 1' etude des surfaces D ap, nous voulons etudier les
proprietes des 720 points d' un groupe (S0 ),20 , que l' on obtient en partant d' un
point quelconque So et en permutant ses 6 coordonnees y,, . . ., y, de toutes
les mani6res possibles .
On voit clairement maintenant pourquoi nous avons dii interpreter d' abord
les groupes pour n=3, 4, 5, car les proprietes des grouper (50) 6 , (S0)2 ,, (So ) 120
des § 2, 3, 4 de ce chapitre sont les memes que pour les points des groupes
de (S.),,,, lorsqu' on y permute seulement 3, 4 ou 5 coordonnees .
Du theoreme XIII et suivants on obtient pour n=6 .
Theoreme CV. Sur chaque arete de la pyramide fondamentale A"', Ao', . . .,
Ao' (que nous designerons simplement par les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6) dans R5,
par er . A"'A"'=A it y a deux points P'2' , P'(12)) dont les coordonnees sont
1, -1, 0 0 0 0, 110 0 0 0, qui divisent harmoniquement le segment A"A"'. Il y





dont les equations sont de la forme
x, + x2 =0
et qui passent par A3 2' divisant harmoniquement les deux faces A")A"
.
On a en tout 15 points Poik) et 15 points P'o`k) et un nombre egal d'espaces
a 4 dimensions II(ik)) n'(ik)
Les 15 espaces II,
ik)
passent par le point unite, tandis que les 15 points P (,
ik)
sont situes sur l'espaee unite Exi=0 .
Un espace II;
k)
quelconque contient 7 points Poik) et 6 points Poik', et un
espace II';ik ) 6 points Poi") et 7 points Poik>
Les 15 points Poik ) sent situes 3 h 3 sur les 20 droites d'intersection de
l'espace unite avec les faces planes de la pyramide fondamentale . Its sont
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situes 6 a 6 sur les 15 plans d'intersection de l'espace unite avec les 15 faces
a trois dimensions de la pyramide fondamentale. Les 6 points sur un de ces
plans sont les sommets d'un quadrilatere (')
. Sur chaque face plane de la py-
ramide fondamentale on a 3 points Poik> et 3 points P'oP'("", quis ont less om-m mets d'uquadrilater e
. Les 30 points Poik}, P'a'lo, pris ensemble, sont situes
3 a 3 sur 80 d-r•oites, qui sont 4 a 4 les cotes de 35 quadrilateres, y compris
les 15 quadrilateres que noes aeons consideres plus haut .
Theoreme CVI La figure formee par les points PoiP"", Y'o ik 7et par les espaces II4ik>, 1j"ik) est polaire reciproque d'elle-meme par rapport a la surface
1xt=S4=0.
Theoreme CVII. Les 720 points d'un groupe (S0),,, que l'on obtient en
permutant les 6 coordonnees d'un point quelconque So de toutes les manieres
possibles, sont situes deux a deux sur 15
.360 droites, qui passent 360 a 360
par les 15 points Pfk)
. Les deux points d'une de ces droites sont divises har-
moniquement par Pok> et par lespace correspondent rI,'k) .
Theoreme CVIII. Les 15 points P(ik) determinent 60 droites P
;'R)( ),
(a, (, ', 0 etant quatre indices de la serie 12 34 5 6), qui contiennent les points
P("). De meme les espaces II
;'k) determinent 60 espaces a 3 dimensions
11("P)Gd), qui sont les espaces polaires des droites Pi "P)(7°) par rapport a S ;
.
Theoreme CIX
. Les 720 points sont situes deux a deux sur 60
.360
droites, qui coupent 360 a 360 les 60 droites P, et les espaces correspondants
113 . Les deux points d'une de ces droites sont divises harmoniquement par les
espaces P, et 113 qu'elle rencontre .
Theoreme CX. Les 15 points P(rik) determinent 15 plans PZ"~~~%°l(`a) (a,
6, r, ). sont identiques, a l'ordre pros, aux indices 123456), passant par
les trois points PoVfij, Poi°1, Pa''} . Les 15 espaces n4ik) determinent 15 plans
IIE'~1~~a)( ) Ces 15 plans sont aussi determines par les points P"o'P), P'oid), P',0"1 .
Les 15 plans P, et les 15 plans correspondants FL sont polaires par rap-
port a la surface S ; (2) (*)
.
(') Si l'on projette la figure des points P,'k' dens un espace h 3 dimensions on obtient
la figure complete de deux tetraadres homologiques . Voir n .° 46 .
(
:) Par rapport a une surface a 4 dimensions et du 2d degr4 en RS un point a pour espace
polaire un espace h 4 dimensions, une droite un espace & 3 dimensions, et un plan a pour
polaire un plan
.
(*) Voir men Mem. des Math
. Annalen. Abschnitt III, (n - 1)-dimensienale Fldchen 2r"
Grades F,'-,, p . 184 et suivantes .
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Theoreme CXI. Les 720 points du groupe (S,,)72o sont situes deux a deux
sur 15 .360 droites, qui coupent 360 a 360 les 15 plans PW)(A( ) et les
plans correspondants IIQLes deux points, sur une telle droite, sont
divises harmoniquement par les deux plans qu'elle rencontre .
Theoreme CXII. Les points doubles de lrhomographie donnee par une
substitution cyclique, par ex. (123456), forment par rapport a la pyramide
fondamentale un cycle projectif de 6 points, qui est situe sur une courbe W
rationnelile du 5me ordre.
Les 120 substitutions cycliques d'ordre 6 du groupe total donnent 60 ho-
mographies cycliques, dont les points doubles sont le point unite et 5 points
du groupe (r 6 ) .
Theoreme CXIII. Les 720 points (SS ) 7 , 0 forment de 60 manieres diff-
rentes 120 cycles projecti fs de 6 points, situes sur des courbes W rationnelles
de 5me ordre .
Theoreme CXIV. Les 720 points (S0 )72 , sont situes 6 a 6 sur 2400 plans
passant 120 a 120 par les 20 droites d'intersection de t'espace unite avec les
faces planes de la pyramide fondamentale . Les 6 points sur un de ces plans
sont situes sur une conique, et its ont les menaes proprietes que les 6 points
d'un groupe (So), du § 2 de ce chapitre.
Theoreme CXV. Les 720 points (S,),,, sont situe's 24 a 24 sur 450 espaces
a 3 dimensions passant 30
it 30 par les 15 plans d'intersection de t'espace
unite avec les 15 faces a 3 dimensions de la pyramide fondamentale . Les 24
points d'un tel espace sont situes sur une surface du
2d
degre a 2 dimen-
sions et ils ont les movies proprietes que les 24 points du groupe (So)2 , du
3 de ce chapitre .
Theoreme CXVI. Les 720 points (S0) 72, sont situes 120 a 120 sur 36
espaces a 4 dimensions, passant 6 a 6 par les espaces a 3 dimensions ou
l'espaee unite coupe les 6 faces a 4 dimensions de la pyramide fondamentale .
57 . Des groupes (y)„z n-' du n.° 5, en posant m = 2, n = 6, on a des groupes
(y),, de 32 points obtenus en changeant les signes des 6 coordonnees d' un
point quelconque de toutes les manibres possibles . Si l'on part du point unite
(comme nous l' avons fait pour n = 4, 5) on obl ient un groupe de 32 points,
qui se separent en deux groupes (B) i6 , (C),, de 16 points, de meme que dans
le cas n = 4 on a deux groupes de 4 points (B) et (C) .
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B3 -1 1 1 1 -1 1
B6 -1 1 1 1 1 -1
B, 1 -1 -1 1 1 1
B6 1 -1 1 -1 1 1
B9 1 -1 1 1 -1 1








TABLEAU DES DEUX GROUPES
(B),6, (C) 15 .
(B)16
1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 1 1





1 -1 1 1 1 1
1 1 -1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1
1 1 1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1
On passe d'un point d'un des deux groupes a un point du meme groupe par
le changement d' un nombre pair de signer, tandis que l'on passe d' un point
de (B), 6 a un point de (C)f6 , et viceversa, par le changement d'un nombre im-
pair de signes .
Avec 1'espace unite Y, xi = 0 on obtient aussi deux groupes d'espaces a 4 di-
mensions (B) f6 , dont les coordonnees sont precisement egales a celles des
points de (B), 6 et de (C) 16 .
Il est facile de voir quo chaque espace de (B)18 ou (r) 1B contient 10 points




contient les 10 points C,, C2 , CS, C4, C', C
6 , C,, C8, C9,
C10 .
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Si nous considerons les deux espaces II, E', II; 2 '
x 1 -x2
=0, X, +X'=0
on voit que le premier contient les 16 points :
B 4 B2B44B42B43B44B45B46,
C, C2 C3 C4C43C14C45C46
et le second les 16 points :
B3BIB5BAB7BSB9B40, C5CIC7CSC9CIOC41C44 •
Done
Theoreme CXVII. En changeant de toutes les manPres possibles les si-
gnes des eoordonnees dun point So, par ex. du point unite, on obtient deux
groupes de 16 points (B), 6 , (C) 16 . On passe d'un point d'un des deux groupes
a un point du meme groupe par le changement d'un nombre pair de signes,
et t'on passe a un point de l'autre groupe par le changement d'un nombre
impair de signes .
L'espace unite donne lieu a deux groupes de 16 espaces a 4 dimensions (B), 67
(F) f6j qui sont les polaires reciproques de (B)16 et (C),6 par rapport a la sur-
face Zx?-5;=0.
Theore ne CXVIII. Les espaces de (B) 16 ou de (r) 18 passent respective-
ment par dix points de (C) 16 ou de (B)16 .
Les 32 points (B),6 j (C), 6 sont situes 16 a 16 sur les 30 espaces TI4'kl, II'',ik l
Un de ces espaces contient 8 points de l'un et 8 de t'autre groupe . Deux espaces
correspondants, par ex . 1I 412 ' 11"1", pris ensemble, contiennvnt tous les 32 points .
Les 15 espaces Tl,tk ) forment la figure correlative des 15 points Potk' . De
meme que les points, par ex. P 1121 1 PP1', Poi' sont situes sur une droite, de meme
les espaces II,1 ", II4", II ;`' passent par un espace a 3 dimensions. Or, ces trois
espaces passent par les 8 points B,, B, 4 , B, 5 , B,67 C,, C14 , C15, Ci6j c'est a
dire que les 32 points sont situes 8 a 8 sur 20 espaces a 3 dimensions passants
par le point unite, car it y a 20 droites o5 sont situes 3 a 3 les 15 points P(ik) .
Mais it en arrive de meme pour chaque point des deux groupes (B), 6 , (C)i6 ,
parse que la figure de 32 points est symetrique par rapport a ses points, done :
Theoreme CXIX. Les 32 points (B), 6 (C),6 sont situes 8 a 8 sur 80
espaces a 3 dimensions, qui passent 20 a 20 par chacun d'eux.
Si nous considerons les 6 espaces
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ils passent par un plan, car les 6 points correspondants P"'> sont situes sur
un plan . Ces 6 espaces passent par les points B, B 16 Ci5 C16, qui sont par con-
sequent sur un plan . Or, nous avons 15 groupes (1), done nous avons 15 plans
passants par le point unite et contenants encore 3 autres points des deux grou-
pes. Mais cela a lieu aussi pour chacun des 32 points, done :
Theoreme CXX. Les 32 points de (B) f6j (C)16 sont distribues 4 a 4 sur
60 plans passant 15 a 15 par chacun d'eux.
on voit qu'ils passent par le point 1, -1, 1, -1, 1, -1, ou bien C6 . C'est un
point qui ne varie pas par les substitutions du groupe des deux points de
STEINER G ,v3, G4- 6 , done :
Theoreme CXXI. Les 10 points du groupe (C), 6j dont les coordonnees
ont trois signes positi[s et trois negati fs, representent dans R5 les 10 couples
des points de STEINER.
On s'assure facilement sur les coordonnees elles-memes des 32 points (B) 16 ,
(C)i6 de la verite des theoremes suivants .
Theoreme CXXII. Les 120 droites qui joignent deux a deux les 16 points
de (B) 16 ou de (C) 16 passent 4 a 4 respectivement par les 30 points P,ik', P
' (ik)
Theoreme CXXIII Les deux, groupes (B),6j (C) !6 sont homologiques de
6 manieres difJ'erentes, les sommets et les faces opposees a 4 dimensions de
la pyramide fondamentale etant centres et espaces d'homologie .
Si 1' on considere la surface
Ix! -'= S , =0
et si I'on change les signes de toutes les manieres possibles dans son equation,
on obtient 32 surfaces, qui forment aussi deux groupes (Sb), 6 , (SS) 187 dont les
proprietes resulteut du n .° 7. Une des proprietes les plus remarquables est la
suivante, qu'on peut verifier tres facilement .
Theoreme CXXIV. Une quelconque des 32 surfaces (Sb),6 , (SS) 16 du 2d
degre et a 4 dimensions, qui se deduisent en changeant les signes de toutes les
manieres possibles dons l'equation de l'une d'entre elles, par ex. 2x?=0, est
polaire reciproque d'elle-meme par rapport a chacune des autres surfaces.





+3=0, x5 -+6=0, x,+x4 -0,
x3+x4 =0
, x6 +x,=0, x2-+5=0,




Th,doreme CXXV. La figure de 32 points (B), 6 , (C) 1E a par rapport aux
32 surfaces (Se),,, (S°), 6j la meme figure polaire reciproque des 32 espaces
(B)10 (F),6 •
DES 15 SURFACES L1,p DU 2`
I DEGRE .1 4 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DR
(80)720
CORRESPONDANTS AUX TRIANGLES 0,,p DE L'HEXAGRAMME .
59. Nous avons vu (n .° 48) que le groupe du triangle 0, 2 peut titre re-
presents par une fonction A,,, et Si, d'apres le n.° 13 (chap . I), nous posons
X'X' +- ' X3X4+XsX6=
A 12=0
( 1)
on obtient une surface du 2' degre A 4 dimensions dans R 5j qui reprssente le
groupe du triangle 0 19 . Done
Theoreme CXXTTI. Aux 15 triangles dap de l'hexagramme mystique cor-
respondent dans R5 15 surfaces
Qap
de 2d degre a 4 dimensions, dont les equa-
tions sont de la forme
X Xp+x y xa-f-XE xZ=0.
Une surface quelconque d,p, par ex . 0 l2 , passe par les 6 sommets de la pyra-
mide fondamentale, de meme que les c6tss des triangles 0,p de l'hexagramme
passent par les 6 points fondamentaux de la conique . La surface A, 2 contient






que je designe sim-
) 2 7 2 )
2 7
2 7 2 ) 2
plement par les symboles
135, 136, 145, 146, 235, 245, 246 ; elle passe, en
consequence, par les 12 arstes
13, 14, 15, 16, 237 24, 25, 26, 35, 36, 45, 46 .
Annali di llatematica, tomo XI
. 26
TABLEAU DES SURFACES 0,p .
x1x2



















x3x5-A25=0 7 x1x2 + xix6
















Veronese : Interpretations geometriques
Les aretes 12, 34, 56 manquent done ; ce sont celles donnees par les produits
x,x 2 , x3 x 4 , x5 x6j qui se trouvent dans l'equation de la surface A,, (*) . Done :
Theoreme CXXVII. Chaque surface Aap, par ex. x, X2+x3x4±x5x6=0,
posse par les huit faces planes 135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246 et
par douze aretes, les aretes 12, 34, 56 exceptees, de la pyramide fondamentale .
L'espace polaire d'un point quelconque yi de R 5 par rapport h A!2 est :
y, x2 + y2 xi -+- y3 x4 ± y4 x3 + y5 x6 -+- y6 x5 = 0 (2)
si le point yi est le sommet 1 de la pyramide fondamentale, on voit que (2)
devient l' espace x,= 0 lui-meme ; done
Theoreme CXXVIII. Les 6 espaces a 4 dimensions tangents a une sur-
face tl a p aux sommets de la pyramide fondamentaie, sont ses 6 faces elles-
memes, a 4 dimensions.





+2a56 x 5 x6
=0
son equation en coordonnees ui correlatives est :
Le determinant (3) pour la surface A, 2 se reduit a l'equation
u4u2+u3u4+u5u6=0. (4)
Il est facile de voir que la surface A,2 est polaire reciproque d'elle-meme par






3+4+ T 5 T x6=
S4 =0. (5)
11 suffit d'ecrire la condition pour que 1'espace polaire d'un point yi par rap-
port a S4, c'esta dire
Eyixi=0
(*) Les surfaces du 2d degr6 a 3 dimensions ont un syst6me do oo 3 droites, celles a 4
dimensions ont deux systemes do o03 plans, etc . Voir mon 111em . des Math. Annalen, p. 189,
Anzahl der linearen Razenze, die in einer (n -
1)-dimensionalen F„_, enthalten sind, etc .
a,, a42 a13
. . . a,6 u,
ail a22 a23 .
. .
a25 u2
j = 4 .
i
(3)
a16 a23 a3,-' . a66
u6
u i u2 u 3 . . . U, 0
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touche la surface (4) ; le point yi est alors situ6 sur la surface A12 ells-meme .
Done
Theoreme CXXIX. Toute surface A aa est polaire reeiproque d'elle-meme
par rapport a la surface fondamentale S' -Y xQ = 0 (1) .
60. Du groupe I n.° 49 on deduit :
Theorerne CXXX. En operant sur un point quelconque S, dans R 5 sue-
cessivement les deux homographies cycliques (3645), (135246), on obtient 48
points, qui forment un groupe (S0 )i2 . Ces 48 points correspondent aux 48 per-
mutations des droites de PASCAL
A12A13) 012014) A12A15) A12A16) t j21 23) 12 024,
01225) AR A26
des deux figures I et II.
Les 720 points du groupe (S o),25 forment de 15 manieres diffdrentes 15
groupes (S0 ),-, (m =1 ) 2, . . . 15) par rapport aux 15
surfaces
A ap .
Theoreme CXXXI. Les 48 points du groupe (S0)i 2 sont situds deux a
deux sur 3 .24 droites, passant 24 a 24 par les 3 points Po2', Po", P~6',
centres des involutions de premiere espece (12), (34), (56) du groupe A,, .
Les 48 points de (S0)i 2 sont situes deux a deux sur 9 .24 droites coupant
24 a 24 les droites P1"p ) & °) et les espaces correspondants
II3qui soot les
espaces fondamentaux des 9 involutions de 2e espece contenues dans le groupe A t .
Thdoreme CXXXII. Les 48 points de (S 0 )! 2 sent situes sur 7 .24 droites
coupant 24 a 24 les plans PQ'p ) t% °) O et les plans correspondants IIQ~p)G°>W>,
qui sent les espaces fondamentaux des 7 involutions de 3r" ,-, espaces contenues
dans le groupe
A,2 .
Les 8 substitutions cycliques d'ordre 6 de A,, se divisent en 4 couples, ou
une substitution d' un couple est une puissance de 1' autre, done
The'oreme CXXXIII Les 48 points de (S 0)i2 forment de 4 manieres dif-
ferentes 8 cycles projecti fs de 6me ordre, par rapport aux pyramides des points
doubles des 4 homographies cycliques du groupe Ai8 .
Les 6 substitutions cycliques du 4" ordre du groupe o ft forment aussi 3 cou-
ples, de la meme manure que les 8 substitutions cycliques de 6me ordre, done :
Theoreme CXXXIV. Les 48 points de (S S)i 2 ferment de 3 manieres dif-
fdrentes 12 cycles projectifs du 4me ordre du groupe 012 .
De meme pour les autres groupes (S,)"' .




V e r o n e s e : Interpretations geometriques
Theoreme CXXXV. Si le point S° tombe sur une des surfaces A sp, les
720 points de (ti70)720 se distribuent 48 ce 48 sur les 15 surfaces A ap
Le groupe II donne :
Theoreme CXXXVI. Si, sur le point So , on opere successivement l'invo-
lution (13)(24) et l'homographie (1526)(34) on a 24 points du groupe (S a )i
2 .
Dans toute la figure on a 2 .15 .15 de ces groupes .
DEs 60 SURFACES
A,A A
6y DE 41Y1e ORDRE ET A TROIS DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE
(S0 ) 720 CORRESPONDANTS AUx DROITES DE PASCAL,
AUX DROITES
z2,n+,
ET AUX POINTS Z2m .
61 . Considerons la droite de PASCAL A 12 A I .s , elle nous a donne le groupe III
(n .° 50). Ce groupe est represents par la fonction 0, 2 0, 3 . Si nous 1'egalons A zero
(x1x2+x3x4 t x5x6)(x4x5Tx6x1+x2x3)-e12A13-0 (1 )
elle nous donne I'ensemble de deux surfaces A,,, A,,, et d'apres le n .° 13 leur
intersection nous represente le groupe III. Cette intersection est evidemment
une surface du 4' ordre et h 3 dimensions (*) .
Les deux surfaces de 2 1 degre A,,, A,, passent par les surfaces planes de
la pyramide fondamentale
Elles passent done par les deux memes faces 135, 246 et en outre par lea
aretes 14, 25, 36, qui ne sont pas situees sur les deux faces .
Ces trois aretes sont donnees par les 3 couples des indices de la surface A,,
.
Nous aeons vu que les points Z2m et les droites .z2„z., ant les memes sym-
boles de droites de PASCAL, done :
Theoreme CXXXVII. Aux 60 droites de PASCAL ou aux 60 points
Z2m
et aux droites z2m+.,, correspondent 60 surfaces A,,~A ., a 3 dimensions et
du 4me ordre, suivant lesquelles se coupent deux a deux les 15 surfaces A,p .
Une de ces surfaces, par ex . A,2Ai3 contient les faces 135, 246 et les aretes
14, 25, 36 de la pyramide fondamentale (**) .
(*~ Voir mon Mew. des Math . Annalen, p. 187, Biischel von (n - 1) - dimen
. Fidehen F
.'-1-
(**) Voir aussi n .° 67 .
135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246
124, 125 ; 134, 135, 246, 256, 346, 356 .
de la theorie des substitutions de n lettres, etc .
	
201
62. Le groupe III donne :
Theoreme CXXX VIII. Si l'on opere, sur un point quelconquo S o , l'invo-
lution (13)(46) et l'homographie cyclique (123456), on obtient un groupe do 12
points qui correspondent aux 12 hexagones de la droite de PASCAL A18A13 .




(p =1, 2 , . . . 60) .
Theoreme CXXXIX. Ces 12 points sont situes deux a deux sur 3 .6
droites, qui coupent 6 a 6 les droites P(ol)(Y°) et les espaces correspondants
I13-P) ( )
fondamentaux de 3 involutions des 2d espece du groupe III (n.° 50) .
Theoreme CXL . Its sont aussi situes deux a deux sur 4 .6 droites, qui
coupent 6 a 6 les plans P2'M(7) ( )~ II?'P>
(ra)
('-') fondamentaux des 4 involu-
tions de 3- espece du groupe III.
Theoreme CXLL Its forment deux cycles projecti fs de 6me or•dre corres-
pondants A l'homographie cyclique do 6- ordre du groupe III.
Des autres groupes IV, V, VI do la droite de PASCAL on pout aussi
obtenir des groupes speciaux de points .
Du groupe VII on deduit
Theoreme CXLII. Si l'on opere, sur le point So , successivernent les deux
involutions (13) (46), (14) (25) (36), on obtient 4 points de situes deux
a deux sur 4 droites, qui coupent deux a deux les plans P"
(25)(36)2 ' PYfi 45i(341
et les plans correspondants fondamentaux des deux involutions de 3'4-' espece
du groupe V. Its sont situes deux a deux sur deux droites, qui coupent la
droite P
(f
(2j(46) et l'espace r"',6' fondamentaux de t'involution (13)(46) du groupe .
Les 12 points du groupe (SS)i2 , 23 forment de 6 manieres diJerentes 3
de ces
groupes .
Naturellement les autres groupes (So)P
, d,
ont les memes proprietes •
Si le point Sfi est le point r6 , r6, re, re, r6 7 1, en operant sur ce point 1'ho-
mographie cyclique (123456), it reste inaltere, et si nous operons sur lui I'in-
volution (13)(46) et I'homographie cyclique (123456), qui engendrent le groupe
So ) ; E,
?
on obtient deux points, savoir :
r,,
r6, r •6 ,
r6 J rs,
1 i 1,
r •e , re,
r6,r26 rs,
r6 .




Theoreme CXLIII• Les 120 points du groupe (rfi ', dont les eoordonnees




Veronese : Interpretations geometriques
Its sont situes 8 a 8 sur les 15 surfaces Dap .
Pour demontrer la derniere partie de ce theoreme it suffit de remarquer que
la surface, par ex . A 12
xix2+x3x1+x5x6=0
passe par le point 1,
-
r3,
r3j - r3, r„ -1 (r3 etant une racine cubique de
1'unitd) . Le groupe correspondant de 48 points se rdduit pour ce point a 8 .
Ces 8 points correspondent aux droites de
PASCAL des deux quadrilateres don-
















63 . Du groupe VIII on a :
Theoreine CXLIV. Si l'on opere, sur le point So , deux involutions quel-
conques de 2de espece du groupe VIII, on obtient 4 points . Ces 4 poanfs song
situes deux a deux sur 6 droites coupant deux a deux les espaces fondamen-
taux des trois involutions du groupe .
Ce sont lee 4 points correspondants aux 4 droites de PASCAL de la figure I
p31Spi3Spi31 pi15'
Les 48 points d'un groupe quelconque (S,) ap forment d'une seule maniere
12
de ces groupes .
De meme le groupe IX nous donne 8 points du groupe (So
12
correspondant
aux 8 droites do PASCAL des deux quadrilateres donnes par les deux figures
I et II. On peut les engendrer avec l' involution (12) (34) et l' homographie
(1625) (34) .
Avec les 48 points d'un groupe (S0 )aR on pent former des trois manieres
differentes 6 de ces groupes.
De meme, des groupes X, XI, XII, XIII, on obtient respectivement des
groupes de 4, 8, 8, 4 points, dont les proprietes peuvent titre dtablies do la
meme maniere que pour les groupes precedents .
Enfin le groupe XIV nuus donne
Theoreme CXLV. Si l'on opere, sur le point So , l'involution (12) et l'ho-
rnographie cyclique (135246), on obtient un groupe de 24 points de (S,)! 2f si-





6i . Ces 24 points correspondent aux 8 droites des deux quadri-
lateres des deux figures I et II.
Les 48 points d'un groupe quelconque (S,)
.2
forment d'une settle inani&e
deux de ces groupes .
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DES 20 SURFACES Aa0AQy Ap-/ DU 6" ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S0 720 CORRESPONDANTS Aux 20 POINTS DE STEINER
ET AUX DROITES DE
CAYLEY .
64. Nous aeons vu, n .° 52, que le groupe du point de STEINER G, 23 pout
etre represents par lu fonction
A12Ai3A23-










presente le groupe XVIII .
Les trois surfaces
A12, Ai3, A23
passent respectivement par les huit faces
Elles passent done toutes les trois par les faces 135, 246 de la pyramide fon-
damentale. Elles passent aussi par le point -1, 1, - 1, 1, - 1, 1 des 10
points du groupe (C) i6j qui representent les groupes des 10 couples de points
de STEINER (theorsme CXX) . L' intersection de 3 surfaces quelconques du 2 1
degre a 4 dimensions en R
5
est une surface de 8" ordre a 2 dimensions.
Dans notre cas les trois surfaces passent par les deux plans 135, 246, qui font
done partie de la surface d'intersection, par consequent elles se coupent en
outre dans une surface de 6m 0 ordre et a 2 dimensions . Cette surface passe
naturellement par le point - 1, 1, - 1, 1, -1, 1 .
Au point de
STEINER G456 correspond une surface A,5 A
46 A56,
qu' on pout ap-
peler la conjuguee de la premiere . Elle passe aussi par le point -1, 1, -1,
1, -1, 1, done
Theoreme CXLVI. Aux 20 points de STEINER AapAQ,Agy correspondent en
R 5 20 surfaces A1 Aa7A17 de 6me ordre et a deux dimensions, situees respecti-
vernent sur les trois surfaces de 2d2 degrJ A«p, A«y , Ap 7 -
ThPoreme CXLVII. Les surfaces A,~AaY Ap.,, Aa1 AsjA e z, qui correspondent
a deux points conjufins de STEINER, passent par celui des 10 points du groupe
(C),6 (theor. CXX), qui represente le groupe des deux points de STEINER .
65 . Du groupe XVI it resulte :
Theorems CXLVIII. En operant, sur le point S,, l'involution (13) et l'ho-
mographie cyclique (123456), on obtient un groupe de 72 points qui
135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246,
124, 125, 134, 135, 246, 256, 346, 356,
123, 126, 135, 156, 234, 246, 345, 456.
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Veronese : Interpretations geometriques
correspondent aux 72 hexagones des 6 droites de
PASCAL passant par les deux
points de STEINER
6123, G4 6 .
Les 720 points de (S6 ) ; 20 forment 10 de ces groupes (SO
)pp (q =1, 2 ) . . .,
10), qui correspondent aux dix couples des points de STEINER, ainsi qu'aux dix
couples des droites de CAYLEY .
Theoreme CXLIX. Les 72 points du groupe (S 0
23 .,55
sont situes deux a
deux sur 6 .36 droites passant 36 a 36 par les points Pork), centres des 6 in-
volutions de premiere espeee du groupe XVI .
Its sont situes deux a deux sur 10 .36 droites, qui rencontrent 36 a 36 les
espaces fondamentaux P,, H3 des 10 involutions de 2de espece du groupe .
Theoreme CL. Les 72 points du groupe
(S0)
;25 d,,
forment de 6 manieres
differentes 12 cycles projeetifs de 6 points par rapport aux pyramides des
points doubles des 6 homographies cycliques du groupe.
En effet, les 12 substitutions cycliques du groupe XVI determinent prCcise-
ment six homographies cycliques .
Its forment aussi de deux manPres diff erentes 24 cycles de 3 points corres-
pondant aux deux homographies cycliques (135), (246) du groupe .
Le groupe XVII des substitutions paires de XVI nous donne un groupe de
36 points de done
Th(orerre CLI. Les deux groupes, que l'on obtient de
(S0)1 .. .45e,
sont ezi-
demment homologiques pour chacun des 6 points PQ
k)
et des espaces corres-
pondants H (ik) du theoreme CXLIX.
Du groupe XVIII on obtient :
Theoreme CLII. En operant sur le point S6 l'inrolution (12) (34) et l'ho-
mographie cyclique (123456) on a 36 points du groupe (S,)',,,45, correspon-
dant aux trois droites de PASCAL de G,,,, tandis que les 36 restants corres-
pondent a celles de G, 56 . Les proprietes de ces deux groupes de 36 points re-
sullent, comme pour les autres, de la nature des substitutions du groupe XVIII .
Si le point S, tombe sur une des 20 surfaces d apdQy ©p,, les 720 points
(53),20
se distribuent 36 a 36 sur les 20
surfaces.
Du groupe XX on obtient en partant du point (6), 18 points, qui corres-
pondent aux 6 droites de PASCAL de
G,23, G456 .
Avec les 72 points de (47YO)123
452
on peut former de deux manieres di f ferentes
4 de ces groupes .
Du groupe XXI on obtient 9 points contenus dans les 18 points precedents
et correspondants aux trois droites de G i23 , tandis que les 9 restants correspon-
dent aux trois droites de
G,56 .
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forment de 6 manieres differentes 6 de ces groupes . Ces 12
points correspondent aussi aux 6 droites de
PASCAL de
G1P3, G456 .
Du groupe XXIII on a de So un groupe de 6 points contenus dans les 12
points precedents ; ils correspondent aux droites de
PASCAL de
G,P3
Ces proprietes s'etendent naturellement a tout groupe
(S6)a~y
, aEa •
DES 6 CONFIGURATIONS H QUI CORRESPONDENT AUX 6 FIGURES H
DU SYSTEME PASCAL-KIRKMAN OU D' UN SYSTEME QUELCONQUE [Zz]
.
.
66. Nous avons vu au n .° 53 que le groupe d' un figure 11, par
ex. de la







x3+x4x5)(x,x4+x2x6+x3x5 )(x1x3+x2x5+x4x6 )(x,x5+x2x4+x3x6) 0
-A12 0 13A14A15A161
les 5 surfaces A,,, ,14 ,
A15) A16, prises ensemble, passent par toutes les 15
faces planes de la pyramide fondamentale ; elles passent aussi toutes par les
6 sommets ; leurs points d' intersection ulterieurs forment une configuration H,
qui correspond 4 la figure I de l'hexagramme . Done :
Theoreme CLIII. Aux six figures H d' un systeme quelconque [Zz],n,
ou bien du systeme
PASCAL-KIRRM
AN, correspondent en R5 , 6 configurations 11,






les sommets de la pyramide fondamentale exeeptes .
Du groupe XXIV on a
Theoreme CLIV. Si l' on opere sur le point S6 successivement l'involu-
tion (14) (23) (53) et l'homographie (12453), on obtient 120 points formant un
groupe (S6 ), relativemeut aux dix droites de PASCAL de la figure L
Les 720 points du groupe
(S6),P6 forment, de
6 manieres differentes, 6 de ces
groupes, qui correspondent aux six figures 11 d'un systeme quelconque [Zz] m .
Theoreme CLV Les 120 points de (S,,), sont situes deux a deux sur
15 .60 droites, qui coupent 60 a 60 les espaces fondamentaux P, et H, des
15 involutions de 2e espeee du groupe .
Its sont situes deux a deux sur 10 .60 droites rencontrant 60 a 60 les plans





de XXIV (n.° 53) forment 10 cou-
ples des substitutions, dont l' une est une puissance de I' autre .




V e r o n e s e : Interprdtations ydometriques
Les 24 substitutions de 5" ordre se separent en 6 groupes de 4 substitutions,
dont l' une est une puissance des autres, comme par ex .
(23564), (25436), (26345), (24653) .
En outre, les 30 substitutions de 4" ordre du groupe se separent en 15 cou-
ples, en sorte qu' une des substitutions d' un tel couple est une puissance de
l'autre ; comme, par ex ., les deux substitutions du couple (2365), (2563) . Done :
Thdoreme CLVI. Les 120 points de (S S) [ forment de 10 manieres diffe~-
rentes 20 cycles projectifs de 6 points, par rapport aux pyramides des points
doubles des 10 homographies cycliques du groupe.
Its forment aussi de 6 manieres diffdrentes 24 cycles projeetifs de 5 points
par rapport aux 6 homographies cycliques d'ordre 5 du groupe .
En fin ils se sdparent, de 15 maniei es di fferentes, en 30 cycles projectifs de
4 points par rapport aux 15 homographies cycliques de 4w ordre du groupe .
Du groupe XXV on obtient 60 points du groupe precedent, engendres par





ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET
DES GROUPES DE (S)720 QUI CORRESPONDENT AUx 60 POINTS DE KIRSMAN,
AUX 60 POINTS Z2,y,+ , OU AUX 60 DROITES
Z2m .
67 . Si nous considerons maintenant un point de KIRKMAN, par ex .
Ai2A,3A14,




representss par le symbole
Ai5A,6 (n.° 50). Le groupe de ce point de
KIRKMAN peut etre represents, comme nous l'avons vu, par le produit des trois
fonctions A 12 , A, 3 , A,, . En posant
(XI x2+x3x4+x5x6)(x4x5+x6x1+x2x3)(xix4+x2x6 x3x5)=A12A13Ai4=0 ( 1 )
on obtient une surface, qui represente le groupe du point de KIRKMAN. Les trois
surfaces A12 j A13 j A, 4 passent toutes par les aretes 13, 25, 36, 15, 24, 35 de
la pyramide fondamentale. Ces 6 aretes sont donnees precisement par les 6
















passent toutes les deux par les 9 aretes restantes, donnees
par les 3 surfaces (1), ou bien par les 9 totes des trois hexagones des droites
de PASCAL passant par le point de KIRKMAN (n .° 25) . Les trois surfaces se ren-
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contrent done suivant une surface a 2 dimensions de 8II1e ordre, qui represente
le groupe du point de KIRKMAN A12011011- Cette surface passe par les 6 aretes
donnees par les 6 couples des indices des deux surfaces 0 15j A, 6 de la surface
correspondante 0 15 , 8 . Celle-ci passe par les 9 aretes restantes (*) . La surface
A
42L13Ai4
correspond aussi aux points Z2,„
+ ,
et aux droites z 2 ,,, de l'hexagramme,
qui ont le meme symbole, de meme que la surface 0, 5 0 l6 correspond aux points
Z2m et aux droites
z2m+,
du meme symbole 0 15 0 16 . Done :
Theoreme CLVII. Aux 60 points de KIRKMAN, aux 60 points Z,,,+, et
aux 60 droites
z2m
correspondent, en R5 , 60 surfaces du 8- ordre a deux di-
mensions, donnees par l'intersection de trois surfaces Dap, Da y , Das .
Theoreme CL VIII. -A la surface
0«p0«y~ao
est relative la surface de
4' ordre a 3 dimensions aas~aa-
La surface DaµAayAaa passe par les
6 aretes de la pyramide fondamentale
donnees par les six couples des indices des deux surfaces
AaE, Daz .
La surface
~aE ~a t passe par les 9 aretes restantes, determindes par les couples des indices
des trots surfaces Da(3 Day ~aa •
Le point de KIRKMAN A 120 l3 A i4 et la droite de PASCAL correspondante 0 i5416
appartiennent a la figure I (n .° 26) ; de meme les surfaces correspondantes
A12Ai3Ai4 et Di5A16
appartiennent a la configuration I ; c'est a dire que ces
surfaces passent par les points de cette configuration . Done :
Theoreme CLIX. Les 10 surfaces Da~~ay~aa et les 10 surfaces corres-
pondantes
DaEAaI
relatives aux 10 points de
KIR%MAN et aux 10 droites de
PASCAL d' une des 6 figures II, ou bien aux dix points Z et a leers droites z
d'un systeme quelconque [Zz] m , passent par les points de la configuration cor-
respondante H .
Les 10 droites de PASCAL d'une figure II passent 3 a 3 par les 10 points de
KIRKMAN de la figure, et ceux-ci sont situes 3 a 3 sur les 10 droites de PASCAL
correspondantes (n. , 26), done :
Theoreme CLX. Les dix surfaces a 3 dimensions i apAay d'une configu-
ration H en R 5 se coupent 3 a 3 aux dix surfaces AaaAmeAaa de la mime con-
figuration, et ces dix surfaces sont situces 3 a 3 sur les dix surfaces
Aa~Day-
68 . Le groupe XXVI donne :
Theoreme CLXI. Si l'on opere, sur le point S o , successivement les deux
involutions (26) (35), (56)(13) (24), on obtient un groupe de 12 points (So)12
.43 .14
relatifs aux droites de PASCAL du point de KIRKMAN
0,2 X13 A14
(*) Voir n.° 61 .
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Veronese : Interpretations geonaetriques
Avec les 120 points du groupe (S 0), (n .° 66) on peut former 10 de ces groupes
correspondants aux dix points de KIREMA c de la figure I.
Theoreme CLXII. Les 12 points du groupe (S0)i2
•f3 .1s
sont situes deux a
deux sur 3 . 6 drones, qui rencontrent 6 a 6 les espaces fondamentaux P, et
H3
des 3 involutions de 2e espeee du groupe .
Its sont aussi situes deux a deux sur 4 .6 droites coupant les plans fon-
damentaux P2,
112
des involutions de 3mc espece du groupe .
Its forment aussi deux cycles projectifs de 6 points par rapport a 1'homo-
graphie cyclique de 6-e ordre du groupe .
Si le point S0 tombe sur une des 60 surfaces
07.~Oa,Do.a
les 720 points de
(60),20
se disposent 12 cc 12 sur ces surfaces .
Du groupe XXVII on deduit un groupe de 6 points contenus daps le groupe
precedent.
Le groupe XXVIII de toutes les substitutions paires donne :
Theoreme CLXIII Si l' on opere sur le point S 0 les homographies cy-
cliques (126), (12345), on obtient 360 points (S 0 ) 360 . Les 720 points forment
deux de ces groupes .
Ces deux groupes sont homologiques de 15 manieres differentes, les points
Poik) et les espaces W 11) etant centres et espaces d'homologie (theor . XXXIII) .
Le groupe total donne
Theoreme CLXIV. En operant sur le point S 0 l'involution (12) et l'ho-
mographie cyclique (123456), on obtient le groupe entier (S0)720
.
69. Nous avons vu, (n .° 26), que trois figures H de l' hexagramme, par ex .
I, II, III, determinent le point de STEINER G, 23 , tandis que les trois autres ont
le point
G456
commun. On trouve aussi daps R, la propriete correspondante .
Theoreme CLXV. Trois configurations 11 en R5 , par ex. I, II, III, deter-
minent la surface
A,2 ,,3 d23,




Deux figures II, par ex . I et II, ont le triangle A,2 commun, (n.° 28), done :
Theoreme CLXVI. Deux configurations II Bans R;, I et II par ex., sont
situees sur la surface A,, .
Les deux figures II determinent aussi les 4 points G
,23, G 124, G,2;, G,28 situes
sur la droite de STEINER-PLUCKER 9,,, qui a pour symbole o il , (n .° 28), done :
Theoreme CLXVII Deux configurations II, I et II par ex ., Bans t'espace
R;, determinent les 4 surfaces a 2 dimensions et de 6?te ordre relatives aux 4
points de STEINER
G,23, G,24, G,25, G,,,,
qui sont situees sur la surface du 2d
ordre ~c 4 dimensions A,2 .
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Donc les surfaces oaf correspondent aussi aux droites de STEINER-PLUCKER
et aux points de SALMON.
Nous voyons que cette interpretation, dans l'espace a 5 dimensions, est la
vdritable extension de la figure de PASCAL pour les courbes et les surfaces qui
se transforment en elles-mimes, de meme que la conique fondamentale dans
1' hexagramme se transforme en elle-meme par les permutations des 6 points
fondamentaux.
§ 7 .
Projeclions des figures obtenues dans 1'espace a 5 dimensions
sur Pespace a 3 dimensions et sur le plan.
70. Nous pourrions projeter d' abord sur un espace a 4 dimensions quel-
conque et d'un point quelconque, ou bien du point unit6 sur l'espace unit6 . Les
figures que 1' on obtiendrait seraient aussi des expressions geometriques de la
theorie des substitutions de 6 lettres dans 1'espace a 4 dimensions ;
Cependant, je veux, pour ne pas entrer dans des developpements trop longs,
faire seulement des projections sur 1'espace a 3 dimensions et sur le plan .
PROJECTION SUP. L'ESPACE . . 3 DIMENSIONS S3 .
Les configurations, que nous venons d'etudier dans R 5j nous donnent le moyen
d'obtenir des configurations differentes de la meme classe sur l'espace a 3 di-
mensions, par la methode developpee daps le chapitre I, § 6 .
La projection d'une figure quelconque de R 5 sur un espace a 3 dimensions,
que nous supposons tout a fait arbitraire, doit s'effectuer au moyen d'une droite
de projection S,, qui ne coupe pas S 3 . En effet S, et S3 dans R5 sont deux
espaces corr6latifs, tandis qu' un plan et un espace a 3 dimensions se coupent
en general en un point (n.° 1) .
Nous supposons que la droite S, et l'espace S, n'aient aucune position spe-
ciale par rapport a la pyramide fondamentale A"	A" , de R,, que nous
avons aussi designee simplement par les 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 . Nous com-
menCons par projeter la pyramide sur S3 . On en obtient un hexagone (A)
complet. Les points Rill ) , P'oi k) sero seront pres en 30 points,P(ik
)
,,P'oik ),si-
Ws ddeux a deux sur les aretes de 1' hexagone ,(A) fondamental et divisants
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harmoniquement le segment determine sur l'arete par les deux sommets . Les
proprikes projectives restent en effet inalterees par projection, done :
Thdoreme CLXVIII. Si l'on projette, par une droite S, les figures prJ
cedentes sur un espace S3 qui ne rencontre pas S1 , dans R5 j de la pyramide
fondamentale Ao', . . ., Ao' on obtient sur S, un hexagone complet (A) tout a
fait general, si la droite Ss et l'espace S3 n'ont aucune position spdciale par
rapport a la pyramide fondamentale .
Des 15 points POP("') et 15 pointsP'o` loresulte4ulns R5 30points ,Pok>
1P p
,
qui sont situes deux a deux sur les 15 aretes de l'hexagone (A), en en
divisant harmoniquement les deux sommets .
Les 15 points
Poik)
sont situes 3 (1 3 sur 20 droites, qui forment 15 qua-
drilateres . Les points ,Poi") et ,P'o'k) pris ensemble sont situes 3 a 3 sur 80
droites, qui sont les c6tds de 20 autres quadrilateres .
Theoreme CLXIX. Des 720 points (So),2, de R, rdsulte par projection
sur S,, un groupe de 720 points 1(S,),,,, situes deux a deux sur 15 .360 droites,
qui passent 360 h 360 par les 15 points Poik) (thdor. CVII) .
Si nous consid6rons dans R, les deux points S o Sot' de coordonnees
y 1 y2 y3 y4 y5 y6
y2yJ y4y3ySyg
ils sont situes sur une droite passant par Pa'k> et sont divis4s harmoniquement
par Poi") et par l'espace
111"k>.
Or, on ne peut pas projeter univoquement 1' es-
pace 114 sur 1'espace S, ; done a 1' involution (12) de R, De correspond pas une
involution de S3 .
Si nous considerons les deux points
So y, y2 y3 y4 y5ys
Sa'y2y,y4y3y5yo





Or, on peut projeter univoquement la droite P 1
et l'espace H, j mais la projection de ce dernier sera l'espace S 3 meme, c'est
A dire que dans S3 nous n'avons pas l'involution correspondante a (12)(34) .
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qui se correspondent dans l' involution (12) (34) (56), on voit qu' ils sont situes





de 1' involution . Or, ces deux plans seront projetes par la droite S, sur S 3 sui-




qui passeront respectivement par les deux














Les deux points pro-
s 0 0 1
jections de S0 S0 , diviseront harmoniquement ces deux plans . Done :




6, e, A soot identiques a l'ordre pres aux
indices 123456) tandis que les 15 points
1p ' li ')
determinent 15 plans
1 Tl(2 ao) (ya) (az) .
Les 720 points 0(S,))720 sont situes deux a deux sur 60 .360 droites rencon-
trant 360 a 360 les 60 droites ,P, .
Its sont situes deux
a deux sur 15 .360 droites, qui coupent harmoniquement
360 a 360 les plans correspondants SP, et
,II,
en deux points .
Si nous projetons tin cycle projectif de 6 points de R 5 sur S3j nous obtenons
aussi un groupe de 6 points, situe sur une courbe rationnelle W, et de meme
pour les cycles de 5, 4 et 3 points .
En permutant les trois premieres coordonnees du point S 0 , on obtient 6 points
situes sur un plan de R,, qui passe par la droite ou l'espace unite coupe la
face
A"23'
de la pyramide fondamentale, done le theoreme CXIV nous donne :
Theoreme CLXXI. Les 720 points
4(50)720
en
83 sont situes 6 a 6 stir
2400 plans, qui passent 120 a 120 par les 20 droites des 20 faces de l' he-
xagone 1(A) fondamental, ou sont situes 3 a 3 les 15 points ,P (ik) . Les 6
points sur un de ces plans forment deux triangles homologiques de trois ma-
nieres differentes, les trois points
1P(ik)
situes sur le plan, etant centres d' ho-
0
Si nous permutons seulement les premieres quatre coordonnees de b' 0 en R5 ,
on obtient 24 points situes dans un espace a trois dimensions, qui passe par
le plan oh l' espace unite coupe la face a 3 dimensions A""". Les 24 points
sont situes d'apres le theor . CXIV, sur une surface de 2d degre a deux dimen-
sions, qui sera projetee en S 3 suivant une surface du 2' degre ; done :
Theoreme CLXXII. Les 720 points 1(S,)72, en SS sont situes 24 a 24 sur
450 surfaces du 2d degre, qui correspondent 30 a 30 aux 15 tetraedres que
l'on peat former avec les 6 sommets de t'hexagone fondamental.
71 . Si nous projetons maintenant sur S3 les deux groupes de points (B), 6 ,
(C) S6 (n . ° 51) nous obtenons :
Theoreme CLXXIII. Les 32 points (B) 16 (C) f6 sont projefes en S3 sui-
vant 32 points ,(B), 6 j 0(C)16 . Ces derniers points sont situes 4 a 4 sur 120
plans, qui passent 15 a 15 par chacun deux (theor . CXX) .
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Les 120 droites, qui joignent deux a deux les points de ,(B),6 ou de 1 (C), 6 ,
passent 4 a 4 respectivement par chaque point 1P0 et 1P'ozk)
(i)
(theor. CXXII) .
Theoreme CLXXIV. Les points de 1(B) 1 , avec les points 1(C) 16 sont situes
deux a deux sur 6 .16 droites, qui passent 16 a 16 par les sommets de l' he-
xagone fondamental (A) (theor . CXXIII) .
72. Si nous considdrons les grouper formes par les 720 points de
(S0)720,
nous obtiendrons facilement par projection les groupes correspondants sur S, .
Cependant on no pout pas avoir dans S 3 les surfaces correspondantes des sur-
faces dap, parce que les surfaces sont a 4 dimensions ; de memo on ne pout pas
avoir le correspondant des 60 surfaces Aap0ay . Mais on pout projeter les 20
surfaces de 6me ordre a 2 dimensions 48 0a, zXp, et les 60 surfaces de 8m 8 ordre
It 2 dimensions
~ap0a/~ao, et enfin on pout aussi projeter les
6 configurations
11, qui correspondent aux 6 figures ff .
Theoreme CLXXV. Les 20 surfaces ~ap0a,~py de 6me ordre a 2 dimen-
sions (n .° 64) sont projetes sur S 3 suivant 20 surfaces 10 a p
1'A"7
1Apy de 6- ordre,
qui correspondent aux 20 points de STERNER et aux 20 droites de CAYLEY .
Theoreme CLXXVI Les 6 configurations H (n .° 66) sont projetees sur S,
suivant 6 configurations 1 ff, qui correspondent aux 6 figures H d'un quel-
conque des systemes [Zz]„z de l' hexagramme.
Theoreme CLXXVII Les 60 surfaces
AapAa,Aaa de 8me ordre
a 2 dimen-
sions (n.° 67) sont projetees sur S 3 suivant 60 surfaces 10apA,,7Daa de 8me ordre.
Celles-ci correspondent aux 60 points de KIRxMAN, aux 60 points Z2,,,,, 1 ou aux
60 droites
z2„z .
Theoreme CLXXVIII. Les 60 surfaces 10ap,Aa .y,Aad passent respective-
ment 10 a 10 par les 6 configurations ,H .
Dans S3 on a aussi d' autres configurations de points ou d' autres courbes
et surfaces qui representent les groupes de i'hexagramme, d'apres ce que nous
avons demontre, sur les groupes en general, dans le premier chapitre (n.°s 17
et 18) .
En projetant les 120 points (r6), on obtient en S 3 120 points qui correspon-
dent deux a deux aux 60 droites de PASCAL (n .° 55) .
73 . On pout donner a S, et a l'espace S3 des positions speciales par rap-
port a la pyramide fondamentale ; on obtiendra en S3 des hexagones speciaux,
ou bien d' apr6s le n .° 17, des pentagones ou des t6traedres .
(1 ) Do la Note n .° 57, on deduit que les 15 plans passant par un des points, par ex ., do
,(B)!6J passent par los 15 e tes d'un hexagone form6 avee 6 points du groupe 1(C),, et en
outre respectivement par les autres points de
1(B),6
.
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Nous voyons, par ex ., que si Ia droite S, passe par le point unite dans B,,
la figure en S3 se particularise ; mais la pyramide se projette toujours sur S3
suivant un hexagone ,(A) general. En effet, le point unite peut titre regarde
comme un point quelconque de 1'espace R5 . Dans ce cas les espaces II
3a~)( y d)
soot situes daps des espaces 3 4 dimensions avec la droite S, de projection ;
tour leurs points seront projetes sur les plans d' intersection de ces espaces avec
S3 . Dans ce cas done nous aeons aussi Bans S3 les involutions correspondantes
aux involutions de 2e esphe de R, (1) .
D' apres le theoreme XXXVII nous avons
Theoreme CLXXIX. Pour tout teFtraedre, pentagone et hexagone complet
daps l'espace a 3 dimensions, on obtient des configurations de la meme classe
que l'hexagramme mystique, et dont les proprietes resultent des theoremes pry
cedents .
Toutes les courbes ou surfaces a deux dimensions de R ., qui se trans forment
en elles-memes, seront projetees suivant des courbes ou des surfaces pour les-
quelles les groupes, que nous venons d'etudier, ont les proprietes analogues a
celles que les groupes de l'hexagramme ont par rapport a la conique fonda-
mentale .
PROJECTION SUR UN PLAN S2
74 . Nous projetons maintenant par un plan R, quelconque de R5 sur un
plan S,, et nous supposons d' abord que R 2 et S2 n' aient aucune position spe-
ciale par rapport h la pyramide fondamentale. On a
Thcoreme CLXXX. En projetant par un plan R, sur un autre plan S,,
qui ne coupe pas R2 , les figures de R, ; de la pyramide fondamentale, re'sulte
un hexagone general 2 (A) . Des 30 points
P(oik),
P' Qik) resultent 30 points 4P ,o kl'
2P'oik) situes deux h deux sur les totes de l'hexagone 2(A), et qui en divisent
harmoniquement les deux sornmets.
Les 15 points SPA) sont situes 3 4 3 sur 20 droites et ils soot 6 a 6 les
sommets de 15 quadrilateres .
Les 30 points 'Poik),
2P'(ik)
sort situe's 3 a 3 sur 80 drones qui deterrni-
nent 20 autres quadrilateres .
(') Dans ce cas les 32 points (B) 16 (C) ie sont projetes en 31 points, c'est a dire en 15
points ,(B) !5 et 16 points ,(C), 6 . Du theor. CXX on deduit qu'il y a un bexagone com-
plet de 6 points de ,(C) !,, dont lea c6tes passent par lea points ,(B) f , .
Les 120 points (re ) 6tant situes sur l'espace unite, si la droite S, est contenue dans Pea-
pace unite, les 120 points ,(r 5 ) sont situes sur un plan, ainsi que les 15 points ,P"k', etc .
Annali di Matematica, torno XI . 28
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Theorcme CLXXXI. Les 720 points d'un groupe (Se) 7E0 de R5 sont pro-
jetes en 720 points d'un groupe 2(So), 20 de S, . Ces 720 points sont situes deux
A deux sur 15 .360 droites, qui passent 360 a 360 par les 15 points
2Po' k ~
Its sont situe's 6 a 6 en 2400 coniques, qui passent 120 a 120 par les points
projections des points (r7 ), situes sur une des 20 droites, oia sont disposes 3 a
3 les points P"'
Les deux points de (r3) d'une de ces droites divisent equianharmoniquement
ses trois points 2Poil'
Les 6 points d' une de ces coniques ont les mimes proprietes que les 6 points
(So) e du § 2 de ce chapitre .














pondent aux groupes des triangles Dar, des droites de PASCAL, des points de
STEINER et de leers couples, des 6 figures fl, des points de KIRKMAN, etc. noes
donnent par projection star S2 les groupes correspondants .
On aura aussi dans le plan S2 des groupes speciaux ; par ex ., en projetant les
120 points (re), on obtient stir le plan 120 points correspondants deux a deux
aux 60 droites de PASCAL, etc .
D' apres le theoreme XXXVII on deduit
Theoreme CLXXXII Pour tout triangle, quadrangle, pentayone, hexa-
gone du plan on obtient des configurations de points, de droites et de courbes
de la mime classe que t' hexagramme mystique .
Ce theoreme a lieu aussi quand l'hexagone est inscrit a une conique .
Toutes les courbes de R ; qui se trans forment en elles-mimes, seront proje-
tees suivant des courbes planes, pour lesquelles les groupes plans, que nous
venons d'etudier, ont des proprietes analogues ct celles que les groupes de l' he-
xagramme ont par rapport a la conique fondanaentale .
Par la methode que noun avons suivie jusqu'h present pour n = 3, 4, 5, 6
on peut discuter aussi completement les configurations, qui correspondent a n
quelconque, soit dans l'espace R, z _ 1 , soit dans un espace de dimensions moindre .
Nous aeons donne dejh quelques proprietes fondamentales de ces configura-
tions dans le ehapitre I . Par exemple, pour le cas n =10, ou n = 20, etc. on
obtiendra des configurations analogues pour 10 points quelconques d'une sur-
face du 2d degre, ou pour 20 points quelconques d'une surface de 3me ordre, etc.




AUTRES INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES DES GROUPES
DES SUBSTITUTIONS DE 6 LETTRES .
Interpretation g6omstrigne au moyen de 6 complexes linsaires
do droites deux a deux en involution dins A, .
75. Soient donnes 6 complexes linsaires de droites x, = 0, x
Y
= 0, . . .,
x,=0
deux a deux en involution. Pour que y, ,
Y21--')
y s soient les coordon-
nses d' une droite, it faut que soit satisfaite la relation quadratique
y2+y2+ya+




. . ., y s ne satisfont pas a cette relation, 1'squation
y, x1
+ y
2 x2 + . . .
+ y6 x6 -=
0
, (2)
represente un complexe linsaire general .
Les 6 complexes linsaires ont, deux a deux, deux directrices communes, qui
forment, 6 a 6, 15 tstraedres, que KLEIN appelle fondamentaux . Leurs sommets
et leurs faces soot distincts, de maniere qu' on a 60 sommets et 60 faces. Par
exemple, les deux complexes x, = 0, x 2 = 0 ont pour directrices les deux droites
1, ± i, 0, 0, 0, 0
que l' on pout designer par le symbole 12 . Le tetracedre donns par les six di-
rectrices 12, 34, 56 pout titre represents par le symbole 12 .34 .56, de meme
que le triangle A,2 de l'hexagramme. Nous designerons aussi ce tetraedre par
le symbole B!2 ( 1 ) .
( 1 ) Une droite dans l'espaoe h 3 dimensions a 6 coordonnees p;k , ou p;k = (y, zk - ykz {),
etant y„ y2 , y a , ,y 4 ;
z 1 , z p , z a , z4 deux points quelconques de la droite
. Si u;, vi sont lea












P14 : pz4 = ' ray
KLEIN
a demontr6 qu'etant donne un complexe du 2 a degr6 t2 = 0, on pent transformer Ii-
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76 . En permutant les coordonnees y 1 , y,, . . ., y s d'une droite p de toutes
les manieres possibles, on obtient 720 droites, car la relation (1) reste toujours
inalteree. Si l'on considire encore deux droites y`i, ,y"a, qui rencontrent la pre-
neairement R et Q en deux equations contenant seulemont les carres
de 6 variables P ak ,
lorsque les racines du determinant de la forme R + A , egale h zero, sont distinctes
. (Inaug .
Dissertation : Ueber die Transformation der allg . Gleichungen 2a°" Grades zwischen Linien-
coordinaten auf eine canonische Form . Bonn, 1868) . De maniere que R pout prendre la forme :
x;-F-xs+ • . .+xs=0 (2)
oh
XI)
x 2 , . . ., xs sont six complexes lineaires en involution . (Voir aussi KLEIN, Math . Ann .,
vol . 2). On trouve beaucoup de proprietes nouvelles sur cette figure dans mon Memoire .
Sopra alcune notevoli configurazioni, ecc. Mem. II, Atti della R . Ace. dei Lincei, 1881 .
Si nous considerons comme tetraedre fondamental le tetraedre O
,
les formules do trans-
formation entre lea coordonnees p ;k et x; sont
P12 = XI + ZxP, pSI








xI ixP, pP1 -















Etant donna le complexe lineaire
A p54 + BP14 + Cp34 + D p,
. + Ep3I + FpI P = 0
on en determine 1'equation en coordonnees x; au moyen des formules (2) ; on a :
x I
(C+F)+ix,(F-C)+x3 (B+E)-rix4 (E-B)±x5 (D+A)+ixs (A-D)=0
on bien en posant :
C-+-F=a„ i(F-C)=a,, B+E=a, f i(E-B)=a47
A + D = a
5 , i(A-D)=a6
on deduit :
a 1 x l
+a
2 x 2 ± . .
.+a6 x 6 =0. (3)
















Etant donnas en general deux complexes lineaires de drones, dent les coefficients sent
A BCD EF, A' B' C' D' E' F', ils determinant un faisceau do complexes daps lequel les deux
direetrices sent deux complexes speciaux ; donnas par les deux racines de 1' equation
(A' D' + HE) us + [(A'D + A D) -I- (B' E +
BE')] u + (A D + EB) = 0 (5)
(PLUG%ER, Neue Geometric des Raumes, pag . 69) .
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mi6re en un meme point P, en operant toutes les permutations paires de 6
lettres sur les coordonnees yi,
y'i, y"i,
on obtient trois groupes de 360 droites,
qui se coupent 3a 3 suivant 360 points formant un groupe (P)360 . En operant
sur les coordonnees yi,
y'i, y"i
les permutations impaires, on a trois groupes
de 360 droites, situees 3 h 3 sur 360 plans d' un groupe
(H)360, qui est relict
au groupe (P),60 . Done ( 1
)
Theoreme CLXXXIII. En permutant de toutes les manieres possibles les
6 coordonnees y,, y t , . . ., y, d'une droite p, on obtient 720 droites d'un groupe
Par les formulas (4) on en deduit :
(a'a+as+a';+act) =+(asa's+a,a;+asas+a6a'6)~+(a;+a,+a,'+as)=0. (5)
etant a4 , at , . . ., ae f a'4 , a'2 , . . ., a'6 les coordonnees des deux complexes .
FoRMOLES DE TRANSFORMATION ENTRE LES COORDONNEES D'UNE DROITE
ET CELLES DE SA POLAIRE PAR RAPPORT A UN COMPLEXH LIEAIRE DE DBOITEa .
SOIL
ApI4
+ Bpt4 + Cp34 + DAYS + Epst + Fp,
E = 0 . (6)
Les formules de transformation entre un point xt,
X25
x3 , x4 et son plan focal, on polaire
u 1 , u,, us , u 4 , par rapport a ce complexe sont d'apres PLUCKER :
xt =Du4 t Cut -Bus , xt =Eu4 -Cut +Aus ,
X
3 = Fu4 + Bu, - A u,, x4 = - (D u t + Eut + Fu3)
(7)
et, par consequent, en considerant la droite p;A, qui joint deux points x;, x'4 , on obtient les
formules de transformations demandees, savoir :
P (x i X'S - X 'I xt) = Pplt = C (C-P'.4 + Dp ,3 + Bp' 24 + Ap I4
+ Ep',s)
-
- (BE-i- AD) p'tt
(8)
P (xs X '4 - X' 3 x4) = Pps4 = F
(Bp',,
+ Dp 'ts + Ap'e4 + Ep ' 4s + Fp ' tt)
- (BE+ AD)p', 4 .
De meme pour lea autres coordonnees. Au moyen des formules de transformation (2) on
obtient
Px t =-(a;+a3+aa-t-as+a6-ag)x,+a 4 (a t x t + as x s +a4 x 4 -t-a sx,+a
sx s
), etc.
(1 ) En effet, si 1'on opere sur les coordonnees d' une droite y . une permutation paire on
a alors une homographic parmi les points de l'espace, car Ie determinant donna par la
permutation eat negatif ; tandis qua si l'on opere une permutation impaire le determinant
est positif, et, par consequent, on obtient une reciprocite entre lea points et lea plans de
l'espace, do manibre qua si une droite passe par un point, ]a droite correspondante est
sitnee sur un plan .
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(p)720 .
Un point P donne lieu a un groupe de 360 points
(P)360
et de 360 plans
(II)360 .
Et, reciproquement, tin plan du groupe (II) 360 donne lieu aux deux mgmes
groupes ('1)360 et (P)360
Les deux groupes sent correlatifs .
DES 15 TETRADRES ET DES
SURFACES DE
2 1 DEGFRE g ap .
77. Le groupe d'un triangle J a i, par exemple du triangle A,, de l'he-
xagramme, ou bien de la surface
At2
de 1'espace A 5 dimensions du chapitre
precedent, est aussi le groupe appartenant au tetraedre e 12 de cette figure . Done :
Theoreme CLXXXIV. Les 15 tetraedres fondamentaux g
ap correspon-
dent aux 15 triangles Aap de l'hexagramme .
Si 1'on considere les trois complexes lineaires
x1+x2=0,
x 3 -+ 4 -0, x5 +x 6 =V
ou bien
xt - x2 =0 , x3
_ x4
= 0, x5 -x6=0
d'apres la regle donnee par KLEIN (*) ('), it est facile de voir qu'ils d6termi-




Cette surface admet aussi le meme groupe que le triangle A, 2 , done :
Theoreme CLXXXV. Aux 15 triangles Adp correspondent aussi 15 sur-
faces de 2d degre 0,,g , qui ont respectivement le tetraedre g ap comme conjugue.
Theoreme CLXXXVI. La surface gap est polaire reciproque d'elle-meme
par rapport aux 6 surfaces dont les symboles ne contiennent ni l'indice a ni j3 .
La polaire reciproque de la surface g ap par rapport a une des 8 autres
(*) L. c ., pag . 209 .
(') Si on a un complexe a t x, + a2 x 2+ . . . + a6 x6 = 0, on appelle la quantite a; + a3 + . . . + as
l'invariant du complexe . Si 1'on considere un autre complexe b,x, + b3 x2 + . . . + b 6 x6 = 0,
la quantite a i b i + a 2 b 2 + . . . + a
.b .
s' appelle l'invariant simultand des deux complexes. Si
on a trois complexes lineaires, et A tt ,
A 24 , A 33 sont leurs invariants et A ft , A f3,A L3 leurs
invariants simultanes, l'hyperboloide qu'ils d6terminent, est donne par le determinant :
0 t1 f2 f3
ft Ail A12 A13
f2 '4i8 A 43 -4 23
Aia Azs ASS
= 0 .
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surfaces Cay , . . ., Caa, Cpy , . . ., Cp ;,, (x
)
(3, y, 3, e, 1 sont identiques, a l'ordre pres,
aux indices 1, 2, 3, 4, 5, 6), par ex , a la surface Ca.,, est la surface Cpy
(1) .
Theoreme CLXXXVII. Du point P on obtient au moyen du groupe du
triangle




Les 24 points de (P) o ,, forment 6 tetraedres conjugues par rapport a
la surface C 12 . Les faces de ces teltr0dres sont les 24 plans de
Si le point P par exemple correspond a la droite y„
y2, y3, y4, y5, y6,
la
face opposee II, du teltraedre, qui a pour sommet le point P, est donnee par la
droite y2 , y,, y 4)
y3, y6, y5
.
Les 360 points de (P) 3 ,, et les 360 plans (11)360 forment de 15 manicsres dif-
ferentes 15 de ces groupes (2) .
(1 ) En operant la transformation entre les coordonnees p;7, et x ;, l'equation de la surface
9 12 devient :
- pi? + p,,,4 - p31 + ps4 - p°4 +ps3 =
0
ou en coordonnees do points
:
- y; +
y9 + y; + yt =
0
(A ., Sopra alcune notevoli conf., etc ., 1 . c., Mem. II). La droite
p
1
27 P341 p31, p24 f p14, p23
a, par rapport a, cette surface, Ia droite polaire
P34, - P127P24f - 7817p23f -P147
ou bien
la droite x 17 x4 , x $7 x47 x57 x6 a pour droite polaire la droite x 2 , x 1 , x 4 , x3 , x61 X5 .
On obtiont la surface polaire de la surface
0 45 = x 1 x2 + x3 x6 + x4 x5 = 0











+- x4 x5 = 0 par rapport a la surface
0,,
est la surface




+ x 3 x6 = 0 .
( 2) Supposons qu'au point z„ z Y7 z 37 z 4 correspond la droite x„ x8 , x 37 x47 x5 , x 6 , que
l'on trouve en joignant le point z; aver un autre point
z',,
on a, au moyen des 24 substi-
tutions paires du groupe A,
2 (n.° 49), les 24 droites et du point z, les 24 points correspon-
dents suivants, accompagnes avec les droites de
PASCAL
correspondant aux 24 hexagones
representes par les 24 droites.
x 1
X2




















































































1 ) -z4) z3






















Ve r o n e s e : Interpretations geomdtriques
De ce th6oreme on tire
Theoreme CLXXXVIIL Les 360 points
(P)360
sont situes 15 a 15 sur
les 360 plans de (11), 60 et, reciproquement, ceux-ei passent 15 a 15 par les 360
points
(P)360
Les 15 points situes sur un de ces plans II forment 15 triangles A'Qp con-
jugues respectivement par rapport anx 15 coniques d'intersection du plan 11



















































































xs correspond le plan des coordonnees - z„ z2 , x 37
z 4 . Ce plan est 6vi-
demment le plan polaire du point z„ z2,
x31
2 4 par rapport a la surface
0 12 =- 01 +A+y 23 +y43 =0
et it contient en outre les trois autres points du tetraodre I . Le plan polaire du point iz4 ,
-
ZS)
z27 iz, passe aussi par les trois autres points de I ; done le tetraodre I eat un te-
traodre conjugue par rapport a la surface 0 132 et les faces de ce tetraodre sont des plans du
groupe (U) 01E .
( 1 ) Nous avons vu, qu'en se rapportant an tetraodre 0 i37 a la droite
xi, x27 x3, x4, x57
x6
correspond le plan - z, , Z21 z$7 z4 . La droite, qui correspond au pole de ce plan, par rap-
port a la surface 0 l3 , s'obtient, d'apros ce qui precede, en operant sur les indices de
x1, x22
x3, x4, x5, 26
la substitution (12) (34) (56) donnee par les indices de 01Q 7 de meme pour Ins















































x, x 4 x 3
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On sait que les six poles d' un plan H par rapport aux 6 complexes fonda-
mentaux sont situes sur une conique, et qu'ils n'ont aucune autre particula-
rite (*). On deduit
Thcoreme CLXXXIY. Les 15 points P d'un plan II sont situes respec-
tivement stir les 15 totes de l'hexagramme H, determine par les 6 poles du
plan par rapport aux 6 complexes fondamentatrx (2) .
situes sur le plan - z + , Z2
z37
2 47 it suflit d'operer sur les indices do la droite donnee les
substitutions (56), (34), (12) . Si Pen fait cette operation pour toutes lea surface A,,, on trouve
seulement 15 droites correspondant a 15 points P situes sur le plan n donne, car en effet
on a seulement 15 transpositions
(r
. ), et le theor6me est ainsi d6montro .
Les 15 droites du plan - z„ z 2 , z 37 z 4 sor+t :
(12) x, a', x4 x 3 01
6












x5 x6 .z 3






x 3 x 6 x
5








x5 x t x
4 xa a'c a
2 (




x 4 x3 :, , 6 a, (26)




C'4 1's x+ a




56) x 2 a'4 x 4 a 3 x5 x6
On sait que le rapport anharmonique des 4 points d' intersection d' une droite avec lea faces
d'un tetrai dre est egal au rapport anharmonique des plans passant par lea sommets et par
Ia droite. Au moyen des substitutions du groupe A ft le te'raedro O + , so transforme en iui-
meme, done : les 48 droites, qui derivent dune droite donnee, coupent les 4 faces du tetraedre
(t, 2 en 4 points d'un meme rapport anharmonique, car une substitution nous donne, comma
uons l'avons vu, tine homograpbie on bien uno reciprocite de l'espace .
(*) KLEIY, Matb. Annalen, vol. 2, 1 . e .
2 ) Ptant douse un complexe lineaire
14
p+4+Bp14+Cp34+ D
p23+Ep31+Fp, , = 0
le pole du plan 1s 4 , 11 21 u 31 a 4 par rapport a cc complexe est, d'apres PLUCKEa (I . c ., pag . 31)
yi==Du4+Cu, - Ba3, y2
==Eu4 -Cui +Au3
, y 3
=Fu4 ±Bu i -Au2 ,
y4 - -
(D it, + Eu,+Fu 3 ) .













Si le plan donna est Ie plan - z 4 , z 2 , z3 , z4 le pole est evidemrnent z E , z 41 z 4 , - z 9 .
Les polos de cc plan par rapport aux autres complexes fondamentaux ,x= = 0, a 3 = 0, . . .,
`C6 =0 sont z27
zi7 -2 47 z37 2 37 ' -2 , 7 2 +7 z27 Z37 Z4) Z tt -2 3 ; 2'47 2'37 -2 27 2 3 ; z47 - 'z37
Z47
z i . Les coordonnecs des points de Ia droite des deux premiers points sent : z 2 (I +







En posant A - i, nous obtenons precisement Ie point izq , iz + , -- 3 47 z s qui est un des
15 points P du plait 11 cousidere .
Annali di Matematica, tomo XI . 29
I -e r o n cse : lii fc.i jm latioiw gc"o1n triques
Theor •eme CXC. Si le point P tombe sur une des surfaces 9
«
, les 360
points de (P) 3a , se distribuent 24 'a 24 sur ces surfaces, et les 360 plans de
(rl) 36 , sont tangents 24 ~r 24 en ces rnemes points aux mimes surfaces .
GROUPES CORRESPONDANT AUX DROITES DE PASCAL .
78. Aux triangles qui determinent une droite de PASCAL, corres-
pondent les tetraedres 6,
3 , 9v ., et les deux surfaces gar , 9«, . Ces deux surfaces
se rencontrent suivant une courbe C' de 4




Theorenre CXCI. Aux 60 droiles de PASCAL
«~0«,
correspondent 60
courbes C' de 4,7te ordre qui sont l'intersection de deux surfaces 9«p,
6a7 .
Theorenre CXCII. Les 6 points P de (P),3b0 et les 6 plans H de (H) 360 , dc=
termines par le groupe de la droite de
PASCAL t,«sA« , torment deux figures
polaires reciproques par rapport it la surface 6,, .
Les 360 points (P),,, et les 360 plans (11)300 forment de 60 rnanieres dif-
ferentes 60 de ces grouper (1) .
Theoreme CXCIJI. Si le point P tornbe sur une des 60 courbes les
360 points de (P) ; B0 se distribuent 6 is 6 sur ces courbes .
GROUPES CORRESPONDANT AUX POINTS DE STEINER .
79 . Le groupe des deux points de STEINER G, 23,
G,,,
(n . ° 52) est repr6-
sente par la surface du 2' degre
2 2
qui a pour tetraedres conjugues les tetraedres




Les dix surfaces (1) ont ete trouvees par KLEIN (*) (2) . Done
(1) Nous avons vu, au n.° 50, qu'en partant de la droite de
PASCAL 163254='13,23 les
12 permutations correspondantes sent contenues dans le groupe D
i Q .
Or, des 6 permutations
paires on obtient les 6 permutations impaires en op4rant Ia substitution (12) (34) (56) ;
on






on obtient la droite ,r,x,x,,x,x,x,, qui correspond au plan polaire
de cc point par rapport a la surface
A12 .
Mais (12)(34)(56) est une substitution du groupe





qui r6sulte do x,
Pe .7
3?' . OS 74,
est la polaire
de cette droite par rapport a
la
surface A,, .
KLEIN, 1 . e., pag. 209 .
(2 ) A., Sopra a7citne notevoli config ., etc ., 1 . e., Mem. II .
de la thc'orie des substitutions de n lettres, etc.
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Theoreme CXCIV. TIn quelconque des 10 couples de points de STEINER est
represents par une des dix surfaces S ap y fondamentales de KLEIN.
Une surface Sapy a pour conjugues les tetraedres B ap, bay , Bpy ; 0&, O il , 0,1,
qui forment une figure identique aux deux ternes des tetraedres (A), (B), (C) ;
(P'), (P"), (P'° ) du n .° 35 .
Theoreme CXCV. Les 6 surfaces Gap, 6ay , 6p ., ; 6aE , sad,, 6Ea sont polaires
reciproques d'elles-in' par rapport a la
surface
Sap y de KLEIN .
Une surface sap est polaire reciproque d'elle-meme par rapport aux 4 sur-
faces S, p y , &,3a, &p,, Sap. L' ensemble de ces 4 surfaces correspond a la
droite de STEINER-PLUCKER g ap et au point de SALMON Sap
(i)
Theoreme CXCVI. En operant sur le point P les substitutions du groupe
XVI, on obtient un groupe de 36 points et des 36 plans de
Les 36 points sont situes 4 a 4 sur les 36 plans et ceux-ei passent 4
a 4
par les 36 points .
Les 360 points de (P) 3s0 et les 360 plans (H) 36 , forment de 10 manieres di f-
ferentes 10 de ces groupes ( 2 ) . 1
Theoreme CXCVII. Si le point P tornbe sur une des 10 surfaces S ap y ,
les points (P), 6 , se distribuent 36 a 36 sur ces surfaces, tandis que les plans
(11), so sont 36 a 36 tangents en ces memes points aux memes surfaces .
(') En operant la transformation entre les coordonnees
p,,, et x; l'equation de la surface
.S 1zi =




on bien en coordonnees de points :
y?-}-y3+y3±?1;=
0 .
Une droite qui a les coordonuees p,z
, p,,, psi, Tz4, p,4, P23 ou
x„
x„ x3 , x 47
x5f xe
a
pour droite polaire, par rapport a cette surface la droite
p34,






x5 , - x 8 .
Trouvons maintenant la surface polaire de O i3 . x, x
8
+
.x, x s + x 4 x5 = 0 par rapport a
cette surface. En remplacant
x„
x,,,
. . . x6
par x„ - x,, xs , -
x4 , x5 , - x8 ,
on obtient la
surface 0 f3 elle-meme. Done le theoremo cst demontre
.
(2 ) On obtient, an moyen des 72 substitutions du groupe XVI (n .0
52), 36 points P et
36 plans ti. Au point z„ z 2 , z 3 , z4 correspond toujours la droite x,x z x3 x 4 x 5 x 8 1 mais dans
le groupe XVI it y a la substitution (12) (34) (56), done parmi les 36 plans it y a aussi 1e
plan correspondant a la droite x,x,a'4 `rs
x s x5
. Ce plan d'apres la Note, pag. 221 contient
les 4 points correspondant aux droites
x, x, ,r
4 .r, x6
;r 5 , x s x, x4 x 3 x, x5 , x, x 1 x4 .r5 x6XS' r 4 x, X2X 3 xe xs
,
qui sont aussi contenus parmi les 36 points P ; done le theoreme est demontrd .
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Veronese : Interpretations geometriques
GROUPES
CORRESPOnDANT AUX FIGURES 11
.
80. TheorEme CXCVIII. Le groupe d' une figure II, par exemple I, est
represents dons l'espace par l'ensemble des 5 tetracdres, 5
12 6 13~f4 94b9 R,
ou bien
des 5 sur fates des memes symboles .
Les aretes de ces 5 tctraedres contiennent tous les 60 sommets et par elle . .R
passent toutes les 60 faces des 15 tetraedres 66.p .
Theorcme CXCIX. Les 60 points P de (P), 61j donnes par le groupe d'une
figure II, par ex . III, dc'terminent 5 .15 le'tracdres qui sont conjugues 15 a
15 par rapport aux surfaces 6 f3 , 9 23 , 9 34 , 9 3J ,
636,
et dont les faces sont de .q
plans II (1) .
81 . Si 1'on considere le complexe linCaire
x,+xs+x,+x4+x
:, x6=0
que j' appelle le complexe unite, on volt facilement qu' it so transforme en lni-
meme par les permutations des 6 coordonnees . Il y a deux groupes tres-inte-
ressants de 6 droites qui se trans forment en eux-memes par les permutations
des 6 coordonnees ; ils sont formes par les directrices communes aux 6 corn-
plexes fondamentaux et au complexe unite .
Les deux directrices de x,=0 et du complexe unite ont les coordonnees
±
V-
5, 1, 1, 1, 1, 1 ( 2 ) .
( 1 ) D'apres la Note (1) pag. 220 on volt que la droite x5 x 4 x,X'6 it' 3 ; correspond au pole
du plan correspondant a la droite
x2 x i x 4 x3 x,x5 par rapport a la surface OP3 = x,x 4 +
x3 r5 + xy x
6
. 0 . Considerons les 4 droites suivantes
. 5X4'L'S`r6'~3'r8!







Les points rolatifs aux trois dernieres droites sent contenus dans to plan correspondant
4 la droite x,x, .e4 x3 a r5 . Ces points P forment aver le point correspondant a Ia droite
x5 x4.x,x 6 x3x 5 un tetraedre conjugue par rapport a la surface 0,,, comme it nest pas dif-
ficile de le voir d'apro3 les regles donnees a la Note (2) pal;. 219. Mais les 4 droites ( )
appartiennent au groupe de la figure III ; les 60 points P qui en resultent forment, en
consequence, 15 tetrai dyes conjugues par rapport a O, ;, et dont les faces sent 60 plans Il .
La droito qui correspond in plan des trois points rolatifs any- trois dernieres droites de O,
est xz x,r'4 ,t's a's x 5 , qui n'appartient pas au groupe de la figure ICI avec cellos des 60
points P .
( 2) En effet, si 1'on determine dans co cas la valeur de u4 dans l'equation (5) do la Note
a pag . 216, et qu'on substitue ensuite dans l'equation




on obtient les deux directriecs _i J 5, 1, 1, 1, 1, 1 . En operant sur une de ces droites,
de la theorie des substitutions de n lettres, etc .
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82. Si l'on considere un complexe quelconque, par example
x,-1-x
2 +x3 + x 4"+xs +x6 -0
qui se transforme en lui-meme par les permutations des 6 coordonnees, sa sur-
face focale (Brennflache), se traps forrne aussi en elle-meme, c'est a dire chaque
point P de la surface determine un groupe (P);,, inscrit a la surface, de meme
qu'un plan H tangent a la surface determine un groupe (II) 3G ,, eireonscrit.
Cette surface a les mimes proprietes par rapport aux 15 tetraedres fonda-
;nentaux 6«,s, aux
surfaces
5,,s et aux 10 surfaces S
« ,;y .
SECTION DE Lk FIGURE ACEC UN PLAN .
83 . Soit donnts un plan fl ; ses six poles par rapport aux 6 complexes
fondamentaux soient 1, 2, 3, 4, 5, 6 . On a les thOoremes suivants :
Theoreme CC. Les 15 couples de directrices des 6 complexes fondamen-
taux coupent un plan II en deux groupes de 15 points Pal), T'(ab
)
, situes
deux a deux sur les 15 totes de 1'hexagranr.me H, determine par les six poles
1, 2, 3, 4, 5, 6 (lit plan IT par rapport aux six complexes .
Les deux points, par ex .
P12), T' (12) , divisent harmoniquement le segment 12 (') .
Theoreme CCI. Les 30 points T(ab)
,
T'(ab) sont situes trois a trois sur
les 60 droites d'intersection du plan H avec les 60 faces des 15 tetraedres B«~ .
Its sont aussi de 10 manie-res differentes les
sonnets
de 6 quadrilateres,
donnes par un des 10 sextuples de tetraedres
6aE6az9€ .
Il y a aussi 6 groupes de 5 de ces quadrilateres, dent les 30 sommets sont
les 30 points P111),
T'(ab) (2)
Ces 30 points ne forment 4videmment pas la figure analogue a cello des 30
points 2P""), X"') du n .° 74, car ceux-ci sort situes 3 a 3 sur 80 droites et en
outre les points P'o' k) ne forment pas la memo figure quo les 15 points 2Po'kl,
tandis que les points T
(ab>
ont les mimes proprietes que les 15 points T(ab).
par exemple +J5, 1, 1, 1, 1, 1, toutes 1es substitutions des 5 indices 23456, elle reste inal-
teree, tandis que les totraodres t1 v3 se transforment en eux-memos, ou Fun dans 1'autre,
done : Les droites des deux groupes consideres coupent respectivement les 15 tetraedres en
quatre points d'un meme rapport unharmonique . Un point d'une droite d'un des deux groupes
donne tin groupe de 360 points distribues 36
h
36 sur lea 6 droites du groupe, et 360 plans
passant 36 h 36 par les means droites .
( 1 ) On sait que les poles d' un plan par rapport iti deux complexes lineaires de droites
sont situes sur la droite qui joint les deux points d'intersection du plan avee les direc-
trices des deux complexes, et on Bait aussi que les poles divisent harmoniquement ces deux
points (PLUCKER, 1 . C .) .
(_) Cela resulte evidemment de la figure mere des 15 tdtra©dres b ap .
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Veronese : Interpretations geometriques
Theore'me CCII. Les 10 surfaces de KLEIN Sa.p, rencontrent le plan H sui-
vant les 10 coniques 1abc qui ant poser triangles conjugues deux triangles, dont
les sommets sont trois de 6 points fondamentaux de l'hexagrainine H (') .
Theorente CCIII. Les 6 quadrilateres des dix sestuples de points T
( ab)
T'(ab) sont respectivement conjugues par rapport aux 10 coniques Zabc
( 2) .
Thdoreme CGJV Les 15 surfaces G ap rencontrent le plan 11 suivant 15
coniques 6 a ,s . Par rapport a la conique 61A sont conjugues le triangle
A'12
(voir
le theor. CLXXXVIII) et le quadrilatcre T( 11 ), T't'2) ; T(34), T
'(34)
; Tt56), T'(56) .




correspond au couple des points do STEINER G143,
G456
dont







a pour tetraedres conjugues les tetraedres
C12, 0, 3) 0 23 ; 0r, 046, 0s6
qui
sont donnas par les lignes horizontales et verticales de (1) .
En rapportant toute la figure an tetraedre 0
i2 ,
au moyen des furmules do transformation
entre les coordonnees p;k tt x; (n .11 76), on trouve que les autres couples des directrices 13,












Pit = 1 ,






(n.° 24) . (1)
tandis que l'equation de la surface S 5 ,, est
yi+y3±y3+y -0.
On demontre facilement que cette surface contient les directrices des couples 13, 15, 35
;
24, 26, 46. (Voir A
.,
Sopra alcune noteroli confiy ., etc ., 1 . c., Mom . II.) Done une surface
Sxp, passe par lee directrices des six couples qui tie sont pas compris dans le syrnbole corres-
pondant (1) .
Maintenant coupons la figure avee le plan I1 . Les points T(^')„T'°b) situes sur les totes
13, 15, 35 ; 24, 26, 46 do 1'hexagramme des six poles, par ce qui prdcede, appartiennent
a
la conique d' intersection du plan 11
avee la surface 5143 .
En consequence, les points 1,
3 ; 3 et 5 sent divises harmoniquement par cette conique, c'est
a
dire que le point 3 a pour
polaire la droite 15 ; do meme pour les autres sommets des triangles 135, 246 . On volt
aussi que lee indices abc des coniques I se rapportent aux points fondamentaux de l'hexa-
gramme, tandis que lee indices ay
ji y des surfaces S do KLEIN
so rapportent aux 6 indices
des figures 1T .
( 2 ) Cela resulte Evident par la figure meme des tetraedres 0 x3 et des surfaces de
KLEIN .
PSI = ± i, p14 = 0 , P'.14 `=
1 ,
p24 = t i
, P23 = 0 ;
p3, - 0, p,4 p24 = 1 , p:4 = 0, P23
-
t i ;











p14 = 0, p34 = -
2,




p14 = 1 , P34 - i , p24 -
0,
p23 -' 1 ,
p„ - 1, p44 - 1 ,
p34 - 0, p24 - - i, p23 = t 1 ,
de la t/eeof ie des
srrGstitrctivns de n lettres, etc .
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84 . Theoreme CCV. Les poles S(ab)
S'(ab)
du plan II par rapport aux
deux complexes xa ± xb = 0 sont situes sur les c6tes a b de l' hexagramme H
divisant harmoniquement les segments ab et
T(ab) T'(ab) .
Theoreme CC VI. Le pole S(i 23 ) du plan II par rapport au complexe
x, + x2 + x3 = 0 esi le point d'intersection des trois droites 1 2 S(1 3 ), 3 S(12),




Theoreme CC VII Le pole S(1234) du plan II par rapport an complexe











Theoreme CC VIII. Le pole
S(12345)
du plan II par rapport au complexe
x 1 + x 2 + x 3 + X4+ x




S(1245) , 4 S(1234) .
Par ce point passent aussi les 10 droites ,S(ab) S(cde) (a, b, c, d, e etant, iden-
tiques a l'ordre pros, aux indices 12345) .
Theoreme CCIX. Le pole S(l
23456 )
du plan II par rapport au complexe
unite I x 1 -- 0 est le point de rencontre des 6 droites
1




2356) 5 S(12346) , 6 S(12345) .
Par ce point passent en outre les 15 droites
S(ab)
S(cdef) et lee 20 droites
S(abc) S(def) (a
b c d e,f etant, identiques a l'ordre pros, aux indices 123456) .
De mime on pout obtenir les poles par rapport aux autres complexes
x1
`-
x2 '± x3 ± x4 ± x5 ± x6 = 0 . CI)
Les equations des 6 complexes polaires des 6 complexes fondamentaux par
rapport au complexe unite sont
- 2x,+ x2+x3+x,
-I
x 5 - I+ X' - 0






ces complexes sont naturellement deux a deux en involution .
De meme si I'on determine les six complexes polaires par rapport a un quel-
conque des autres complexes (1) .
On pout facilement construire les 6 poles 1', 2', 3', 4', 5', 6' du plan de
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Ve r o ra es e : Lrterlpretations !Jeometriques
section II par rapport aux 6 complexes (2) . Les droites 11', 2 2', 3 3', 4 4',
55'
)
66' doivent passer evidemment par le point St 123456) deja determine . La
droite 11' dolt passer aussi, comme nous I'apprend le theoreme precedent, par
le point
S(23456)
. Etant A le point harmonique de
S(23es6)
par rapport aux points 1,
5(123456))
le point 1' est le point harmonique de A par rapport a 1 et
S(23456)
(')
Les 6 points 1', 2', 3', 4', 6' determinent un autre hexagramme H', qui est
relict au premier par le pole du complexe unite . En col tinuant a faire avec
dhexagramme H' les memes operations indiquees dans les theoremes prece-
dents pour dhexagramme H, on obtient un autre hexagramme H", et une
suite de nouveaux complexes et par consequent d'hexagrammes, deux hexa-
grammes consecutifs ayant les memos proprietes quo H, H' .
Si l'on donne enfin air plan II des positions spJciales par rapport aux




Autre extension des gronpes de l' hexagramme pour 6 points
d'une courbe gauche de 3°'a ordre .
85. Solent donnes 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 d' une courbe gauche C 3 de
3me ordre . Nous avons donne deja une extension des groupes de l' hexagramme
dans le chapitre II, § 7, en projetant les figures de 1'espace a 5 dimensions l 5
sur 1'espace a 3 dimensions.
Les theoremes de CHASLES et CREMONA sur la C3, obtenus au moyen du theo-
(') En effet, le point St 231'° est le pole du plan II par rapport an complexe
.C, +
.e, + x3 +,C, t x; i- x 6 -- x, =
0 ,
tandis que A est le pole du plan rl par rapport au complexe




On voit done que le pole 1' du plan F1 par rapport au complexe
eat prbcisement le point harmonique do A par rapport 4 1,
S(234a6)
de la tkeorie des substitutions de n lettres, etc .
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reme de PASCAL, peuvent encore fournir par projection une nouvelle extension
des proprietes de 1' hexagramme .





si le point 7 se dbplace sur la courbe, les plans correspondants passent par une
secante fixe p de la courbo 0, qui correspond done h la droite de PASCAL de
I'hexagone 123456, que noun aeons designee aussi par le symbole A,,A, 3 .
On obtient ainsi 60 s4eantes p, qui correspondent au 60 hexagones gauches
de C3 et aux 60 droites de PASCAL. Elles peuvent etre representees par les
memes symboles que celles-ci .
On d6duit tout simplement par projection de l' hexagramme meme (*) les
theoremes suivants
Thdoreme CCX. A trois droites de PASCAL, se rencontrant en un point
de STEINER ou en un point de KIRKMAN, correspondent trois secantes p, situles
sur un hyperbolo%ide qui contient la courbe Cs.
Aux 20 points de STEINER U et aux 60 points de KIRKMAN K correspondent
respectivement 20 et 60 hyperboloides C, K.
Thdoreme CCXI. -4 quatre points de STEINER, situes sur une droite de
STEINER-PLIICKER gad, correspondent 4 hyperboloides, qui se coupent suivant une
sdeante gap de C 3 .
Theorere CCXII. A troi& points de KIRKMAN situ s sur une droite de
CAYLEY C.P ., correspondent trois hyperboloides K, qui se rencontrent suivant
une secante cQq., de la courbe C 3 .
Thdoreme CCXIII. A qua Ire droites de CAYLEY passant par un point de
SALMON
Sq correspondent 4 sdeantes c ad., situees sur un hyperboloide.
Theoreme CCXIV. Aux 6 figures II correspondent 6 figures de 10 sJ
cantes trois a trois sur 10 hyperboloides K, qui passent trois a trois par les
10 secantes p.
(*) D'apres la remarque faite an n .0 6, une courbe gauche do 3S" ordre est toujoura con-
tenue daps un espace it 3 dimensions .




Veronese : Interpretations geometriques
Des systbmes [Zz],,, en hombre infini on deduit aussi par projection un
nombre infini de systemes de 60 secantes z de C 3 et de 60 hyperboloides Z
passant par la courbe C3 .
J' ai donne ces theoremes pour faire voir que l'on pout aussi generaliser les
grouper de 1'hexagramme de cette manibre pour la C 3 .
On pout aussi faire correspondre aux triangles DaR, par ex . 12 . l' hy-
perboloide determine par les totes 12, 34, 56 de 1' hexagone de Cg . On a
alors 15 hyperboloides Aa ~ . Its se coupent deux a deux suivant 60 courbes de
4me ordre, qui passant toutes par les 6 sommets de l' hexagone. A un point
de
STEINER ou a un point de KIRKMAN correspondent deux points, etc .
Si nous projetons l'hexagone 1, 2, 3, 4, 5, 6 de C$ par un point quelconque
So sur un plan, on obtient sur ce plan 6 points, qu' on pout regarder en ge-
neral comme quelconque . Au moyen de la geometrie descriptive, nous pouvons
aussi determiner les projections p' des 60 droites p, c' des 20 droites c, et g'
des 15 droites g. De meme, on pout construire les contours apparents des 20
hyperboloYdes G et des 60 hyperboloides K, qui soot simplement des coniques
touchant respectivement trois droites p' . Les coniques S touchent aussi 4 a 4
les droites g' et les coniques K touchent trois a trois les 20 droites c' .
On voit que cela donne aussi une extension des grouper de I' hexagramme
pour 6 points quelconques du plan . Ces six points se reduisent a 5 lorsqu'on
proud le point de projection So sur un des 15 totes de l' hexagramme de C 3 .
La courbe meme est projetee sur une courbe rationnelle de 3m' ordre C" (1) .
§ 3
.
Theorbme analogue a celui de Pascal
pour 8 points de la courbe rationnelle do 4me ordre
Bans l' espace a 4 dimensions . - Corollaire
(2) .
86. Cette courbe est determinee par 7 points quelconques de l'espace R, .
Soit 8 un autre point de la courbe et considerons 1' octagone 12 3 4 5 6 7 8, et
(s) On voit clairement par ce qui prAc6de, que la m6thode tres simple que j'ai developpee
dans ce paragraphe n'a rien 4 faire avec les m&thodes que jai d6veloppkes Bans les para-
graphes pr6c4dents .
( 2) A., Math. Annalen, vol
. 19, 1 . c
. On trouve developp6 dans ce Mdmoire les proprietes
principales des courbes rationnelles d'un espace de dimensions quelconques
. Le thdorrme quo
je donne ici se deduit par projection de la propridtg de 7 points d'une cubique gauche
.
formons le schema










vement, les plans 123, 567, etc. des couples (1) (car dans R, deux plans en
general se rencontrent seulement en un point), forment un cycle ; c'est a dire
que si l'on continue a former, en partant de 456 .812, un autre couple de plans
de la meme maniere qu' on a forme le second couple du premier, ou le troi-
sieme du second, on obtient le premier couple . Ce schema a done les memes




de la droite de
PASc-u, de 1' hexagone 123456 dans le plan R 2 .
On peut demontrer le theoreme suivant :
Theoreme CCV. Si 12 3 4 5 6 7 8 sont huit points quelconques de la courbe





les quatre points A, , Ao', Ao', A`o' oic se rencontrent respectivement les plans
des quatre couples du schema forment un tetraedre, dont les 4 faces coupent
les diagonales 15, 26, 37, 48 de l'oetagone .
Le 4 points determinent un espace S, a trois dimensions . Dans tout l'octa-
gramme it y a 2520 de ces espaces .
Corollaire. Si les droites 12, 34, 56, 78 sont tangentes a la courbe C',
les quatre points Ao', Ao', Ap', Ao' sont situes sur un plan, qui ne passe par
aucun des 4 points de contact, et qui West pas contenu daps l'espace a trois
dimensions determine par ces quatre points .
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123 .567 = Ao'
234 .678=A0'
345 .781-Ao'




Ve r o n e s e : InterprCtations geomcstriques
Ces theoremes se laissent aussi 6tendre aux courbes rationnelles C 8, CS) . . .
Cl- des espaces Re , R,, . . . RQm . Des lors le passage de C2m h C2m
+1
se fait
comme daps le theoreme CHASLES-CREMONA pour C3 qu' on deduit do CR. La
projection dans R, et R, donne des th6oremes pour les courbes rationnelles (1 ) .
Leipzig, juillet 1881 .
ADDITION .
AUTRES GROUPES DE SIX LETTRES .
87 . Dans le groupe I des triangles A12, n .0 49, it y a aussi les trois
groupes suivants :
VIII* 1, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56) .
Dans le groupe I it y a un seul de ces groupes, et it ne peut pas titre egendrd
par deux substitutions . On peut l'engender par trois substitutions, par ex .
(12), (12)(34), (12)(56) .
VIII * 1 (1625), (16)(25)(34), (12)(56), (1526),
(34)(56), (15)(26)(34), (12)(34) .
Ce groupe peut titre engendrJ par deux substitutions, par ex . (1625), (16)(25)(34) .
Dans le groupe I it y a trois de ces groupes .
Ce yroupe contient 8 substitutions paires et 8 impaires, et it ne peut pas titre
engendrd par deux substitutions . Dans le groupe I it y a trois de ces groupes .
Dans le groupe des points de STEINER, par ex. XVIII, est contenu le groupe
(') J'ai demontrd daps mon Mdmoire des Math . Annalen, 1 . c., que d'une courbe ration-
nelle C' de R„ on d6duit par projection toutes lea especes des courbes rationnelles de n"'
ou d'un ordre moindre do 1'espaoe
Rs
et du plan.
VIII*** 1, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56),
(34)(56), (12)(34)(56), (15)(26), (16)(25), (15)(26)(34),
(16)(25)(34), (1625), (1526), (1625)(34), (1526)(34) .
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suivant des 18 substitutions
1, (135), (246), (153), (264), (135)(246), (135)(264), (153)(246),
(153)(264), (14)(25)(36), (163254), (125634), (143652), (145236),
(165432), (16)(23)(45), (12)(34)(56), (123456) .
Ce groupe peut titre engendre par deux substitutions, par ex . (135), (123456)
ou bien (135), (12)(34)(56) . Il contient 9 substitutions paires et 9 impaires .
Dans le groupe XVIII it y a deux de ces groupes .
Une chose tree utile 4 faire ce serait d'etudier les groupes geometriques, quo
noun venous de trouver, par la methode synthetique, et comme celle-ci rend les
choses plus visibles, on pourra trouver peut-titre des theoremes sur ces groupes




Veronese : Interpretations yeometriques
TABLE DES MATIERES M.
Pat:Aresuza et PREFACE	 Pag. 93-102
CHAPITRE I.
616neralit6s sur 1' interpretation g6om6trigne de la th6orie
des substitutions de n lettres .
§ 1 .
Etude de la correspondance projective entre deux espaces a n - I dimensions
daps un espace a n - 1 dimensions .
(*) Cette table eat un pea plus detaillee que sells qui eat joints an travail envoy6 par moi a l'Aeadbmie de
Bel gi que .
Nr. 1 . Notations	 Pag. 111
112„ 2-3 . Homographies „
„ 4. Homographies cycliques	 „ 115
„ 5-6 . Theoremes stir les grouper de vin -1 points qu' on obtient en multipliant de
tontes les mani5res possibles lee coordonnees homogenes
y„ y2 , . . ., yn
d'un
point dans R,._t par les racines me8 de P unite	 „ 117
„ 7 . Theoremes qui derivent si au lieu de considerer un point, on considers tine
surface a n - 2 dimensions du 2d degre
,, 119
§ 2.
8-9 . Interpretation geometrique d'une substitution quelconque, partieulierement de





10 . Substitutions cycliques . . 126
§ 4.
„ 11-12. Theoremes generaux sur les grouper qu'on obtient en permutant moins de n
indices	 „ 130
§ 5 .
„ 13-15. Representation des groupes de substitutions	 ,, 132
§ 6.
Projections sur un espace a trois dimensions et sur un plan .
„ 16 . Generalites	 . 136
17-18. Projections sur tin espace a trois dimensions	 ,,
137
19 . Projections our tin plan	 ,,
140




Nr. 20-21 . Application aux courbes et aux surfaces dans d'espace 4 3 dimensions et sur
le plan	 Pag. 141
CHAPITRE IT.
Premiere interpretation geometrique des groupes
des substitutions de 6 lettres en relation avec leg groupes de 1'Hex.agramme mystique
dans leg espaces a 5, 4, 3 dimensions et dans le plan
.
§ 1 .
Groupes principaux de 1'Hexagramme









Points do Steiner ,,
ivi
n






















Groupes des substitutions de quatre lettres et interpretations geometriques .
n
34. Groupes de 4 lettres
	 157
n




39-40 . Interpretation geometrique dans le plan x, + x, + x, + x4
= 0 163





Groupes des substitutions de 5 lettres . - Interpretations geometriques dans
t'espace a 4, 3 dimensions et dans le plan .
n
42 .
Groupes des substitutions de 5 lettres	 n 167
n










Projection sur un plan	 ,~
176
§6.
Groupes des substitutions de 6 lettres en relation avec t' Hexagramme .
n
49 .
Generalites . -- Groupes des triangles d a
p, des droites de Steiner-Plucker et




60-51 . Groupes des droites de Pascal et des points Z des systgmes [Zz]s,» et des
droites z des systemes [Zz],,,+I
	 ,,
178





Gronpes des 6 figures 11	
n
186
54. Groupes des points de Kirkman et des droites z des systemes [Zz]
a
.. et des







Veronese : Interpretations geometriques, etc .
§6 .
Interpretations geometriques dons 1'espace B, en correspondance avec 1'8e-
xagramme .
Nr . 55-56, Proprietes generales des 720 points (S)710 qu' on obtient dans l' espace R6
en permutant lea 6 coordonn8es homog6nes d'un point	Pag. 190
• 57-58 . Deux groupes de 16 points (B),
s , (C) s	 n
193
•
59-60 . Des 15 surfaces A Xp du 2d degre A 4 dimensions et des groupes de (S) 7Y07
correspondant aux triangles A xp de l' Hexagramme
a
197
• 61-63 . Des 60 surfaces A,,# A xy du 4m° ordre i1 3 dimensions et des grouper de (S),,,
correspondant aux drones de Pascal, aux droites z2m+, et aux points Zs. .
n
200
• 64-65 . Des 20 surfaces A,,p A, y Any du 6m° ordre A 2 dimensions et des grouper de




66 . Des 6 configurations ri qui correspondent aux 6 figures R du systi me Pascal-
Kirkman ou d' un systeme quelconque [Zz]	 „ 205
• 67-69. Des 60 surfaces A,p A, y A,,j du 8m0 ordre 6, 2 dimensions et des groupes
de (5)720 qui correspondent aux 60 points de Kirkrnan, aux 60 points
Z2m+i ou aux 60 droites z2m	
n 206
§ 7.
Projections des figures obtenues dane l'espace a 5 dimensions sur 1'espace a
3 dimensions et sur le plan .
• 70-73. Projections sur 1' espace ik 3 dimensions	
e
209




Autres Interpretations gemetriques des groupes des substitutions de 6 iettres .
§ 1 .
Interpretation gdometrique au moyen de 6 complexes lindaires deux a deux
en involution dons B, .
Nr. 75-76. Generalites	 Pag. 215
218„ 77. Des 15 tetraedres et des surfaces de 2d degre 9 ., .	
r
78 . Groupes correspondent aux droites de Pascal " 222
„ 79 . Groupes correspondant aux points de Steiner
,, ivi
„ 80-82 . Groupes correspondant aux figures Il	 „ 224




85 .Autre extension des groupes de l'hexagramme pour 6 points dune courbe




„ 86 . Theoreme analogue a celui de Pascal pour 8 points de la courbe rationnelle
du 4"" ordre dam l'espace a 4 dimensions . - Corollaires	
,,
230
„ 87 . ADDITION. - Autres grouper de six lettres	
n
232
